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Chapitre 1
Introduction
“La the´orie sans la pratique est
absurde ; la pratique sans the´orie est
aveugle.”
Kant
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1.1 L’instabilite´ elliptique
Cette the`se porte sur “l’instabilite´ elliptique dans un fluide stratifie´ tournant”. De
quoi s’agit-il ? L’instabilite´ elliptique est une instabilite´ hydrodynamique se de´velop-
pant spontane´ment dans un e´coulement dont les lignes de courant sont des ellipses
dans un plan donne´, disons (x, y). Cette instabilite´ est de nature tridimensionnelle,
c’est a` dire que les mouvements sous-jacents pre´sentent une composante de vitesse
et une de´pendance selon la direction perpendiculaire au plan des ellipses, c’est a`
dire selon z. Le me´canisme d’instabilite´ est subtil : il re´sulte d’une re´sonance de
type parame´trique, a` l’instar du pendule dont le support oscille ou de la balanc¸oire
dont les mouvements se nourrissent de l’e´nergie injecte´e au syste`me toutes les demi-
pe´riodes.
Comme toute grande de´couverte scientifique, l’instabilite´ elliptique a e´te´ de´cou-
verte inde´pendamment dans diffe´rents contextes et par diffe´rentes personnalite´s.
Nous n’entrerons pas ici dans les de´tails ; le lecteur inte´resse´ pourra se reporter aux
articles de synthe`se de Cambon & Scott (1999), Rossi (2000) et Kerswell (2002).
Disons ici que les de´veloppement the´oriques les plus aboutis ont e´te´ effectue´s par
Bayly (1986) et Waleffe (1990). Si la viscosite´ est suffisamment faible, l’instabilite´
elliptique peut se de´velopper a` toute les e´chelles spatiales, longues ou courtes, et a`
2 1. Introduction
ce titre peut eˆtre qualifie´e d’“universelle” (Pierrehumbert, 1986). Ainsi, elle est sus-
ceptible de se de´velopper dans tout e´coulement pre´sentant localement des lignes de
courant elliptiques (Lifschitz & Hameiri, 1991), comme dans des cœurs de tourbillon
par exemple. Nous verrons cependant au chapitre 2 qu’elle peut se cacher la` ou` on
ne l’attendait pas force´ment, c’est a` dire sans des tourbillons instationnaires dont la
forme ne laissait pas pre´sager sa pre´sence.
Du point de vue expe´rimental, l’instabilite´ a e´te´ de´crite en de´tail dans la the`se
de Christophe Eloy re´alise´e a` l’IRPHE a` Marseille (Eloy, 2000; Eloy et al., 2003)
reprenant l’expe´rience initie´e par Malkus (1989). L’expe´rience consiste en un cy-
lindre vertical dont les parois sont entraˆıne´es par des cylindres tournant a` vitesse de
rotation constante. Apre`s un transitoire, l’e´coulement a` l’inte´rieur est en rotation
uniforme et des ondes d’inerties peuvent s’y installer. Les cylindres viennent alors
de´former la paroi pour rendre son pe´rime`tre elliptique : les modes d’inertie entrent
alors en re´sonance et l’instabilite´ elliptique se de´veloppe.
1.2 Rotation et stratification
L’e´tude des effets de la rotation autour de l’axe vetical z sur l’instabilite´ ellip-
tique semble avoir e´te´ initie´e par les travaux de distorsion rapide de la turbulence
(voir Cambon et al., 1994; Cambon & Scott, 1999) montrant en particulier une
spectaculaire stabilisation lorsque la rotation propre du tourbillon est compense´e
par celle du repe`re : ce re´gime correspond a` une vorticite´ absolue nulle (ou voisine
de ze´ro) et l’e´coulement est potentiel (ou presque) dans le repe`re fixe. Ce re´sultat fuˆt
confirme´ par les e´tudes de stabilite´ (Craik, 1989; Bayly et al., 1996; Le Dize`s, 2000).
L’effet de la stratification en densite´ le long de la direction verticale z est e´galement
spectaculaire puisqu’elle stabilise au dela` d’un certain seuil elle aussi l’instabilite´
elliptique, comme le montre`rent initialement Miyazaki & Fukumoto (1992).
Les effets conjoints de rotation et de stratification sont subtils car antagonistes
(Miyazaki, 1993; Kerswell, 2002; Leblanc, 2003), comme je le rappellerai dans ce
document. Par exemple, a` vorticite´ absolue nulle, l’instabilite´ elliptique est tue´e
par la rotation, mais re´apparaˆıt de`s que la stratification devient suffisamment forte.
L’e´tude the´orique re´alise´e par Leblanc (2003) montre meˆme qu’elle persiste pour des
tre`s forte stratification, et que certaine de ces caracte´ristiques (e´chelles spatiales)
sont similaires a` celles observe´es dans l’instabilite´ “zig-zag” de´couverte par Billant
& Chomaz (2000) et dans les feuillets observe´s en turbulence fortement stratifie´e.
1.3 Formation de feuillets par re´sonance d’ondes in-
ternes
Cette ide´e fuˆt a` l’origine d’un projet dirige´ par S. Leblanc dans le cadre de l’ACI
“Jeunes chercheurs et jeunes chercheuses”. Elle consistait en l’e´tude d’un e´coulement
potentiel soumis a` des champs d’e´tirements pe´riodiques destine´s a` exciter des insta-
bilite´s parame´triques d’ondes internes ayant la meˆme nature que l’instabilite´ el-
liptique a` vorticite´ absolue nulle. Deux montages expe´rimentaux furent re´alise´s au
LADHYX a` Palaiseau sous la direction de Paul Billant, mais aucun d’entre eux ne
1.4 Plan du travail 3
permit de mettre en e´vidence ces feuillets. Comme nous l’expliquerons, plusieurs
causes peuvent eˆtre incrimine´es.
Une seconde se´rie d’expe´riences fuˆt ensuite re´alise´e a` l’IRPHE a` Marseille sous
la direction de M. Le Bars et S. Le Dize`s. Elle consistait en bref a` placer le cy-
lindre elliptique sur une table tournante et de le remplir d’un fluide stratifie´. Afin de
caracte´riser au mieux les modes d’instabilite´, une e´tude the´orique de´taille´e dans le
chapitre 3 fuˆt mene´e a` bien, et confirme´e par les expe´riences de´crites dans le chapitre
4. L’un des re´sultats marquant est que les effets de viscosite´ et de confinement amor-
tissent, dans les configurations expe´rimentales e´tudie´es, tous les modes au voisinage
de la vorticite´ absolue, re´duisant a` ne´ant l’espoir initial d’observer la formation de
feuillets par re´sonance parame´trique d’ondes internes. La recherche est aussi faite
d’e´checs !
1.4 Plan du travail
Ce manuscrit est, comme je l’ai souligne´ pre´ce´demment, consacre´ a` l’e´tude the´or-
ique et expe´rimentale de l’instabilite´ elliptique dans un fluide stratifie´ tournant.
Le chapitre 2 est ainsi consacre´ a` l’e´tude de stabilite´ de tourbillons “e´tranges”
dans un fluide stratifie´ tournant. Cette partie peut eˆtre notamment lue de manie`re
inde´pendante et reprend les travaux pre´sente´s dans l’article Local stability of the
Abrashkin-Yakubovich family of vortices paru dans JFM (Guimbard & Leblanc,
2006). On y de´crit une solution exacte des e´quations d’Euler en repre´sentation la-
grangienne que l’on soumet au formalisme WKB afin d’en e´tudier sa stabilite´ hy-
drodynamique. Les re´sultats obtenus montrent que l’instabilite´ de les tourbillons
construits a` l’aide de cette solution n’est autre que l’instabilite´ elliptique. Les cha-
pitres 3 et 4 s’axent naturellement sur ce re´sultat. L’e´tude de la stabilite´ d’un tour-
billon uniforme par la me´thode global dite des modes propres est alors re´alise´es dans
le chapitre 3. Les effets de la viscosite´ et du confinement sont pris en compte dans
l’expression du taux de croissance de l’instabilite´ afin de confronter ces re´sultats a`
l’expe´rience qui constitue le chapitre 4. Ce dernier chapitre s’axe principalement sur
l’observation expe´rimentale du mode principal de l’instabilite´ et montre le relatif
bon accord entre les pre´visions the´oriques et les observations expe´rimentales.
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Chapitre 2
Stabilite´ locale d’une famille de
tourbillons lagrangiens
Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Solution d’Abrashkin & Yakubovich . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Exemples de tourbillons de´forme´s . . . . . . . . . . . . . 9
2.4 Crite`re ge´ne´ral d’instabilite´ . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.5 Instabilite´ de tourbillons de´forme´s . . . . . . . . . . . . . 13
2.6 Effet d’une rotation d’ensemble . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.7 Effet de la stratification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.8 Application aux tourbillons multipolaires . . . . . . . . . 21
2.9 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.10 Annexe A : De´monstration du crite`re d’instabilite´ . . . 24
2.11 Annexe B : De´rivation de l’e´quation de Hill . . . . . . . 25
2.12 Annexe C : Tourbillons stationnaires dans un champ
d’e´tirement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
On e´tudie, dans ce chapitre, la stabilite´ tridimensionnelle d’une classe de tour-
billons non visqueux de´couverts par Abrashkin & Yakubovich (1984), qui inclut le
tourbillon de Rankine, l’ellipse de Kirchhoff et les tourbillons multipolaires. Ces tour-
billons non uniformes et instationnaires sont de´crits en repre´sentation lagrangienne.
Nous utilisons alors un formalisme mathe´matique de type WKB base´ sur la the´orie
des instabilite´s locales de´veloppe´e par Lifschitz & Hameiri (1991). Il apparaˆıt que ces
tourbillons, mis a` part le tourbillon de Rankine, sont toujours instables. Nous mon-
trons par la suite que les effets d’une rotation d’ensemble aussi bien que d’une strati-
fication en densite´ du milieu peuvent eˆtre stabilisants. Nous remarquons par ailleurs
que, comme dans le cas de l’instabilite´ elliptique, les contributions de la rotation et
de la stratification sont antagonistes sur la stabilite´ de tels tourbillons. Nous mon-
trons enfin que l’instabilite´ elliptique est le me´canisme ge´ne´rique de de´stabilisation
de cette famille de tourbillons. 1
1. Ce chapitre reprend une e´tude parue au Journal of Fluid Mechanics (Guimbard & Leblanc,
2006). Par souci d’homoge´ne´ite´ les notations diffe`rent de celles de l’article.
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2.1 Introduction
Depuis la de´couverte de l’instabilite´ elliptique il y a une trentaine d’anne´es, la
the´orie des instabilite´s hydrodynamiques a connu des de´veloppements conse´quents.
En effet cette instabilite´ modifie l’e´volution de structures cohe´rentes dont les lignes
de courant sont elliptiques dans les e´coulements cisaille´s (Bayly, Orszag & Herbert,
1988; Huerre & Rossi, 1998; Cambon & Scott, 1999; Kerswell, 2002). En 1987, Bayly
remarque que l’instabilite´ elliptique ainsi que d’autres me´canismes, comme l’instabi-
lite´ centrifuge ou d’autres instabilite´s de tourbillons, pourraient eˆtre de´crits a` l’aide
d’un formalisme unifie´ ; il e´crit alors : “The common features of these broadband in-
stabilities suggest that they are all special cases of a very general phenomenon, and
that a theory broad enough to comprehend these effects would lead to new insights
into instabilities of other flows as well” (Bayly, 1987). Le formalisme qu’il de´veloppa
en paralle`le d’Eckhoff & Storesletten (1978), de Friedlander & Vishik (1991), et de
Lifschitz & Hameiri (1991) plus connu sous le nom The´orie des instabilite´s locales
(ou courtes longueurs d’ondes), permit de mettre en exergue de nombreux nouveaux
me´canismes d’instabilite´ (Friedlander & Lipton-Lifschitz, 2003).
Ce chapitre porte sur l’e´tude de stabilite´ line´aire d’une classe de solutions exactes
et bidimensionnelles des e´quations d’Euler de´couverte par Abrashkin & Yakubovich
(1984). Cette solution de´crite en repre´sentation lagrangienne inclut la houle de Gerst-
ner, ainsi qu’une famille ge´ne´rale de tourbillons instationnaires et non uniformes
e´voluant dans un e´coulement irrotationnel. L’ellipse de Kirchhoff, le tourbillon de
Rankine ainsi que les tourbillons multipolaires peuvent aussi bien eˆtre de´crit par
cette solution.
Mis a` part les tourbillons multipolaires qui ont e´te´ e´tudie´s avec des approches
classiques (Robinson & Saffman, 1984; Vladimirov & Il’in, 1988; Waleffe, 1990; Miya-
zaki et al., 1994; Le Dize`s, 2000; Eloy & Le Dize`s, 2001), la stabilite´ de perturbations
tridimensionnelles de la famille de tourbillons d’Abrashkin & Yakubovich n’a pas a`
notre connaissance e´te´ e´tudie´e. Et du fait de l’instationnarite´ de cette solution et
de l’impossibilite´ de pouvoir exprimer de manie`re explicite le champ de vitesse en
repre´sentation Eule´rienne, les me´thodes classiques utilise´es dans la the´orie des in-
stabilite´s (e´tude en modes propres) semblent pour le moins inapproprie´es.
Il apparaˆıt heureusement que la the´orie dite des instabilite´s courtes longueurs
d’onde peut s’appliquer pour de tels e´coulements de´crits en repre´sentation Lagran-
gienne, comme l’a montre´ re´cemment Leblanc (2004) dans le cas particulier de la
houle de Gerstner. Le proble`me de stabilite´ est alors re´duit a` une syste`me d’e´quations
diffe´rentielles ordinaires dont le parame`tre principal est la matrice de distorsion (ou
matrice Jacobienne) de l’e´coulement de base. Nous ge´ne´ralisons ici cette approche
a` la famille de solutions d’Abrashkin–Yakubovich, et nous prenons en compte les
effets d’une rotation exte´rieure et d’une stratification verticale.
Il est par ailleurs important de remarquer, que les perturbations injecte´es seront
conside´re´es comme e´tant de courtes longueurs d’onde, infinite´simales et localise´es le
long de trajectoires de l’e´coulement de base. En ce sens l’e´tude de stabilite´ line´aire ne
peut eˆtre comple`te utilisant un tel formalisme. En particulier les instabilite´s grandes
longueurs d’onde sont filtre´es et par exemple, le crite`re d’instabilite´ de Love pour
les ellipses de Kirchhoff ne peut eˆtre de´duit avec la the´orie courte longueur d’onde.
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Ce chapitre est organise´ de la manie`re suivante : la solution d’Abrashkin–Yakubo-
vich ainsi que des exemples de tourbillons sont respectivement pre´sente´s dans les
sections §2.2 et §2.3. La the´orie des instabilite´s courtes longueurs d’onde est rap-
pele´e en §2.4 et nous y formulons un crite`re exact de stabilite´. La stabilite´ line´aire
des tourbillons est pre´sente´e en §2.5 et les effets d’une rotation externe et d’une
stratification verticale sont discute´s en §2.6 et §2.7. En §2.8 nous appliquons les
re´sultats aux tourbillons multipolaires stationnaires et apre`s la conclusion (§2.9)
sont rassemble´s en Annexe diffe´rentes de´monstrations.
2.2 Solution d’Abrashkin & Yakubovich
Dans le plan (O; ex, ey), soit a = (a, b) la variable de Lagrange d’une particule
fluide et X(t; a, b) = X(t; a, b)ex + Y (t; a, b)ey sa position a` l’instant t. Afin de
de´crire des mouvements bidimensionnels il apparaˆıt plus judicieux de passer dans le
plan complexe. Ainsi :
ξ = a+ ib et Z(t; ξ, ξ¯) = X(t; a, b) + iY (t; a, b)
de´signeront respectivement le parame`tre lagrangien et la position instantane´e dans
le plan complexe d’une particule fluide. En utilisant ces variables, Abrashkin &
Yakubovich ont montre´ que Z(t; ξ, ξ¯) permet de de´crire l’e´volution d’un fluide in-
compressible et non visqueux si
J(ξ, ξ¯) = |∂ξZ|2 − |∂ξ¯Z|2 et Γ (ξ, ξ¯) = 2i
(∂ξZ¯)(∂ξ¯Z˙)− (∂ξ¯Z¯)(∂ξZ˙)
|∂ξZ|2 − |∂ξ¯Z|2
(2.1a, b)
sont des invariants Lagrangien, i.e. qu’ils ne de´pendent pas du temps le long d’une
trajectoire fixe´e. Notons que le point de´signe la de´rive´e temporelle (Z˙ = ∂tZ)
alors que la barre repre´sente le complexe conjugue´. Dans l’e´quation (2.1), J(ξ, ξ¯)
repre´sente le de´terminant Jacobien de la transformation entre l’espace Lagrangien
et l’espace physique (ou Eule´rien), i.e. J = |∂(X,Y )/∂(a, b)| = |∂(Z, Z¯)/∂(ξ, ξ¯)| 6= 0,
alors que Γ (ξ, ξ¯) repre´sente la vorticite´ locale des particules fluides. Leur invariance
est une conse´quence directe du caracte`re incompressible, non visqueux et bidimen-
sionnel de l’e´coulement fluide conside´re´.
Une classe de solutions satisfaisant ces contraintes a e´te´ de´couverte par Abrashkin
& Yakubovich (1984) et s’e´crit :
Z(t; ξ, ξ¯) = G(ξ)ei(Ω1+Ω2)t +H(ξ¯)ei(Ω1−Ω2)t (2.2)
ou` Ω1 et Ω2 sont des variables re´elles et les fonctions G et H sont des fonctions
analytiques complexes quelconques ; la seule contrainte pour cet e´coulement est que
|G′(ξ)|2 6= |H ′(ξ¯)|2 qui correspond au fait que le Jacobien (2.1a) ne peut s’annuler.
Comme pre´cise´ en introduction cette solution admet comme cas particulier la houle
de Gerstner, tout comme la sous classe de solution suivante :
Z(t; ξ, ξ¯) = ξeiΩ`t +H(ξ¯) avec |H ′(ξ¯)| < 1 et |ξ| 6 1. (2.3)
8 2. Stabilite´ locale d’une famille de tourbillons lagrangiens
qui sera a` la base de notre e´tude. Remarquons finalement que le seul e´coulement a`
surface libre pouvant eˆtre de´crit par (2.2) est la houle de Gerstner, que l’on obtient
en prenant :
G(ξ) = ξ, Ω1 = −Ω2, Ω1 = mc/2 et H(ξ¯) = −ieimξ¯/m.
Nous pouvons raisonnablement choisir Ω` > 0 sans perte de ge´ne´ralite´ 2. Pour le
cas trivial ou` la fonction H est une constante (H ′ = 0), l’e´coulement est une rotation
solide de vitesse angulaire Ω`. Alors que siH n’est pas uniforme, les particules fluides
continuent de tourner a` la vitesse angulaire Ω` sur des cercles de rayon |ξ|, mais dont
les centres de chaque trajectoire, situe´s en H(ξ¯), diffe`rent l’une de l’autre. C’est
pourquoi on retrouve cette solution dans la litte´rature (Yakubovich & Zenkovich,
2001; Bennet, 2006, Chapitre 7.5) sous le nom de tourbillons ptole´me´ens.
A chaque instant, la solution (2.3) transforme le disque unite´ |ξ| 6 1 du plan
Lagrangien en une surface ferme´e dans le plan physique. La frontie`re C(t) de cette
surface correspond a` la transformation du cercle unite´ |ξ| = 1. C’est donc, de par sa
construction, un contour mate´riel. A l’inte´rieur de la surface de´forme´e ou sur C(t),
la vorticite´ de l’e´coulement peut eˆtre calcule´e explicitement a` partir de (2.1b) et
s’e´crit :
Γ (ξ, ξ¯) = 2Ω`/(1− |H ′|2). (2.4)
La vorticite´ est donc positive mais la plupart du temps non-uniforme en espace.
Par ailleurs Abrashkin & Yakubovich ont montre´ que l’on pouvait construire
un e´coulement potentiel a` l’exte´rieur de la frontie`re C(t). L’e´coulement potentiel
exte´rieur est construit de la manie`re suivante : la vitesse complexeW = U− iV peut
s’e´crire de manie`re implicite en repre´sentation eule´rienne comme :
Wext(η, t) = −iΩ`η−1e−iΩ`t, (2.5)
ou` η est une variable auxiliaire complexe de´finie telle que |η| > 1 et que l’on relie a`
la coordonne´e physique z = x+ iy par :
z = ηeiΩ`t +H(η−1). (2.6)
On peut montrer de plus (Zeitlin, 1991), que la continuite´ de la vitesse et de la
pression sont assure´es sur la frontie`re C(t). De par les relations (2.5) et (2.6), on
remarque que la vitesse ne de´pend pas de z¯ a` l’exte´rieur de C(t), ce qui montre
(condition ne´cessaire et suffisante) que l’e´coulement exte´rieur est potentiel.
A chaque instant t, (2.6) peut eˆtre vu comme une transformation conforme
entre l’e´coulement exte´rieur au disque unite´ dans le η-plan complexe et l’e´coulement
exte´rieur a` la courbe C(t) dans le z-plan complexe. Selon Yakubovich & Zenko-
vich (2001), la condition |H ′| < 1 permet d’e´viter l’occurence de singularite´s dans
l’e´coulement potentiel exte´rieur. On peut en effet montrer que si cette condition
est re´alise´e, z re´alise une bijection entre l’exte´rieur du disque unite´ et l’e´coulement
exte´rieur de´fini par (2.6). Finalement, commme Wext ∼ −iΩ`/z quand |z| → ∞, les
tourbillons d’Abrashkin–Yakubovich se comportent a` l’infini comme des tourbillons
ponctuels de circulation 2piΩ`.
2. Plus ge´ne´ralement, (2.3) peut s’e´crire de la manie`re suivante Z(t; ξ, ξ¯) = A(ξeiΩ`t +H(ξ¯)) ou`
le re´el positif A est un parame`tre re´glable n’affectant pas les re´sultats pre´sente´s.
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2.3 Exemples de tourbillons de´forme´s
Lorsque H est uniforme, la solution (2.3) de´crit ainsi un tourbillon de Rankine
circulaire de vorticite´ uniforme 2Ω`. Et lorsque H ′(ξ¯) 6= 0, le tourbillon sera de´forme´.
Un cas particulier inte´ressant (tourbillons multipolaires) s’e´crit :
H(ξ¯) = Sξ¯n−1/(n− 1), (2.7)
ou` n > 2 est un entier et S un nombre complexe tel que |S| < 1 afin d’assurer
la condition |H ′| < 1. La phase de S engendre une simple rotation des axes qui
n’intervient pas dans le calcul de stabilite´. Nous supposons ainsi que S est un re´el
ve´rifiant 0 6 S < 1. Si n = 2, l’e´coulement correspond a` une ellipse de Kirchhoff de
vorticite´ uniforme 2Ω`/(1−S2), de rapport d’aspect (1+S)/(1−S), et dont les axes
tournent uniforme´ment a` la vitesse angulaire Ω`/2. Par ailleurs lorsque n > 2, (2.7)
de´crit des tourbillons multipolaires stationnaires (dans le sens Eule´rien du terme)
dans un repe`re tournant a` la vitesse angulaire Ω`(1− 1/n).
HaL HbL HcL HdL
Figure 2.1 – Isolignes de vorticite´ pour les tourbillons multipolaires (2.7) avec
S = 0.4 et n = 3 (a), 4 (b), 5 (c), 6 (d). La vorticite´ augmente continuˆment du
centre a` la frontie`re. Ces tourbillons tournent uniforme´ment sans changer de forme
dans un e´coulement potentiel au repos a` l’infini. La rotation peut eˆtre arreˆte´e en
imposant un champ d’e´tirement a` l’infini (§2.8).
Mis a` part pour n = 2, la vorticite´ n’est pas uniforme : ainsi les isolignes de
vorticite´ sont des cercles concentriques dans le plan Lagrangien et des hypocyclo¨ıdes
dans le plan physique. La vorticite´ augmente du centre du tourbillon jusqu’a` sa
frontie`re ou` elle demeure constante. De tels exemples de tourbillons sont repre´sente´s
sur la figure 2.1. Du fait de leurs non uniformite´s, ces tourbillons diffe`rent de ceux
discute´ par Saffman (1992, Chap. 9.4). Pour des de´formations infinite´simales de la
frontie`re du vortex, on peut cependant montrer que ces deux classes de solutions
sont intimement lie´es (voir la fin de l’Annexe C).
Cependant l’ellipse de Kirchhoff et les tourbillons multipolaires sont des cas
particuliers car ils tournent sans changer de forme. Dans le cas ge´ne´ral, pour des
choix plus exotiques de H(ξ¯), la frontie`re du vortex se de´forme continuˆment dans le
temps. De tels exemples peuvent eˆtre trouve´s dans Abrashkin & Yakubovich (1984)
et Yakubovich & Zenkovich (2001). D’autres exemples sont trace´s sur les figures 2.2
et 2.3. Ils correspondent respectivement a` :
H(ξ¯) = S exp(ξ¯ − 1) et H(ξ¯) = S cos21 tan ξ¯, (2.8a, b)
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Figure 2.2 – Evolution sur une pe´riode des contours mate´riels du tourbillon ex-
ponentiel pour S = 0.6 : Ω`t = 0 (a), pi/4 (b), pi/2 (c), 3pi/4 (d), pi (e), 5pi/4
(f ), 3pi/2 (g), 7pi/4 (h). Les contours sont les projections instantane´es des cercles
concentriques du plan Lagrangien. Le point, sur la frontie`re du tourbillon, repre´sente
le point mate´riel de vorticite´ maximum.
ou` S est un re´el tel que 0 6 S < 1. On se re´fe´rera par la suite a` (2.8a) et (2.8b)
pour de´signer respectivement les tourbillons exponentiels et tangentes. Contraire-
ment aux tourbillons multipolaires, la vorticite´ n’est plus constante le long des
contours mate´riels repre´sente´s sur la figure 2.2 et 2.3, et en particulier sur leur
frontie`re. Par exemple la distribution de vorticite´ du tourbillon exponentiel s’e´crit,
a` partir de (2.4) et (2.8a) :
Γ (ξ, ξ¯) = 2Ω`/(1− S2 exp(ξ + ξ¯ − 2)).
Les isolignes de vorticite´ sont alors des bandes verticales dans le plan Lagrangien
(Reξ constante) ; le maximum est atteint sur le point mate´riel ξ = 1 de la frontie`re
dont le mouvement est repre´sente´, par le point, sur la figure 2.2 . Pour le vortex
tangente, deux maximums de la vorticite´ sont situe´s sur les points ξ = ±1 et sont
repre´sente´s sur la figure 2.3.
Dans les exemples (2.7) et (2.8a,b), le maximum de vorticite´ Γmax = 2Ω`/(1−S2)
est borne´ et est situe´ sur la frontie`re. On voit donc que si S = 1, la vorticite´
devient infinie et une singularite´ apparaˆıt sur le contour du vortex. Par exemple
l’ellipse de Kirchhoff devient une nappe de vorticite´ tournant dans un e´coulement
potentiel (Saffman, 1992, Chap. 9.3). Nous ne conside´rerons donc pas, de tels cas,
qui apparaissent de´nue´s de tout sens physique.
Cependant meˆme pour une distribution finie de vorticite´, le caracte`re re´aliste de
ces tourbillons exotiques peut, il est vrai, eˆtre discute´. En effet bien qu’ils soient so-
lutions des e´quations d’Euler, ils souffrent d’une discontinuite´ de vorticite´ au travers
de leurs frontie`res que la viscosite´ certes atte´nuerait si elle e´tait prise en compte.
A faible nombre de Reynolds, il est probable que ces vortex s’axisyme´triseraient
par pure diffusion. Par contre a` tre`s haut nombre de Reynolds, la dynamique se-
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Figure 2.3 – Meˆme figure que 2.2 pour le tourbillon tangente (2.8b). Les deux points
correspondent aux maxima de vorticite´.
rait essentiellement non visqueuse et l’axisyme´trisation de ces tourbillons est une
question ouverte. Ce me´canisme non visqueux n’est valable que pour des distri-
butions de vorticite´ suffisament e´tendue spatialement (Bassom & Gilbert, 1998),
mais Dritschel (1998) a montre´ alors qu’il e´tudiait la dynamique d’ellipses de Kir-
chhoff re´gulie`re, que “les tourbillons soumis a` des gradients suffisamment forts se
comportaient diffe´remment ; en particulier ils peuvent rester non-axisyme´trique, ap-
paremment inde´finiment” ; nous pouvons ainsi conjecturer qu’il en est de meˆme pour
les tourbillons d’Abrashkin–Yakubovich et que cette solution pourrait repre´senter
des e´coulements re´alistes. Cependant ces solutions sont elles stables ?
2.4 Crite`re ge´ne´ral d’instabilite´
Comme nous l’avons rappele´ en introduction, les techniques traditionnelles uti-
lise´es dans la the´orie des instabilite´s ne peuvent pas s’appliquer a` la solution d’Abras-
hkin–Yakubovich du fait de son instationnarite´ et de sa repre´sentation Lagrangienne.
Ainsi, nous restreignons notre e´tude a` des perturbations infinite´simales de courtes
longueurs d’onde, et nous commenc¸ons par des conside´rations ge´ne´rales.
La the´orie des instabilite´s locales affirme qu’un e´coulement est line´airement in-
stable, si il contient au moins une trajectoire instable. Une trajectoire a est dite
instable si :
lim
t→∞ supk0⊥v0
|v(t;a)| =∞,
ou` les vecteurs unitaires k0 et v0 sont respectivement les valeurs initiales du vecteur
d’onde k(t;a) et de l’amplitude de vitesse v(t;a) de la perturbation. Ces derniers
sont respectivement solutions de (Friedlander & Lipton-Lifschitz, 2003) :
k˙ = −LTk, v˙ = (2kkT/|k|2 − I )Lv, (2.9a, b)
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ou` L(t;a) = [∂U/∂x](X(t;a), t) est le gradient local de vitesse de l’e´coulement de
base et I la matrice identite´.
Ge´ne´ralement, l’e´coulement de base est connu en repre´sentation eule´rienne via
son champ de vitesse U(x, t), et la de´termination des trajectoires de l’e´coulement
requiert la re´solution de X˙ = U(X, t). Ce n’est cependant pas ne´cessaire dans notre
cas car les trajectoires sont ici explicites. En outre, le vecteur d’onde k(t;a) et le
gradient de vitesse L(t;a) peuvent eˆtre explicitement calcule´s graˆce a` la matrice de
distorsion F (t;a) = ∂X/∂a (Leblanc, 2004) :
k(t;a) = (F0F−1)Tk0, L(t;a) = F˙ F−1. (2.10a, b)
Pour la famille de solutions d’Abrashkin–Yakubovich (2.2), il est plus pratique d’uti-
liser la matrice de distorsion complexe Fc(t; ξ, ξ¯) = ∂(Z, Z¯)/∂(ξ, ξ¯) dont l’expression
est donne´e en (2.31). La composante horizontale de la matrice de distorsion re´elle
Fh(t; a, b) = ∂(X,Y )/∂(a, b) est alors calcule´e avec la relation (Yakubovich & Zen-
kovich, 2001) :
Fc = TFhT−1 ou` T =
√
2
2
(
1 i
1 −i
)
. (2.11)
Ainsi k et L sont calcule´s de manie`re explicite avec les relations (2.10a,b). En
de´composant le vecteur d’onde sur la verticale et l’horizontale k = kh + kzez, il
s’ave`re que |kh(t;a)| est borne´, et que kz est constant.
Ainsi, seule l’e´quation de transport (2.9b) est a` re´soudre. On peut, par ailleurs,
montrer (Lifschitz, 1994) que l’on peut re´soudre de manie`re e´quivalente :
ω˙ = Lω + (ω × k)Γ ·k/|k|2, (2.12)
ou` ω = k × v est l’amplitude de la perturbation de vorticite´ et Γ la vorticite´ de
l’e´coulement de base. Pour des perturbations bidimensionnelles (Γ ·k = 0) ou le long
de trajectoires irrotationnelles, (2.12) s’e´crit alors ω˙ = Lω qui admet pour solution :
ω(t;a) = FF−10 ω0 (2.13)
ce qui prouve que |ω(t;a)| et |v(t;a)| sont borne´s dans le temps. Et les deux pre-
miers points des propositions suivantes sont assure´s.
Crite`res de Stabilite´ Locale
(i) Les perturbations bidimensionnelles sont stables.
(ii) Les perturbations tridimensionnelles sont stables si
|H ′|2
|G′|2 =
Ω1 +Ω2
Ω1 −Ω2 .
(iii) Les perturbations tridimensionnelles sont instables si
|H ′|
|G′| >
|2Ω1 +Ω2|
|2Ω1 −Ω2| . (2.14)
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Le dernier point est montre´ pour des vecteurs d’onde verticaux (kh = 0) pour lesquels
(2.9b) s’e´crit v˙ = −Lv qui peut eˆtre re´solue explicitement (Annexe A). C’est une
condition suffisante d’instabilite´ restreinte aux seuls vecteurs d’onde verticaux.
Ces re´sultats sont les plus ge´ne´raux que l’on puisse obtenir sans particulariser
l’expression ge´ne´rale (2.2). Pour la houle de Gerstner, (iii) permet d’obtenir le crite`re
d’instabilite´ calcule´ par Leblanc (2004) mais s’ave`re eˆtre improductif pour les tour-
billons (2.3). Il est alors ne´cessaire de conside´rer des perturbations dont le vecteur
d’onde est oblique.
2.5 Instabilite´ de tourbillons de´forme´s
L’e´coulement de base conside´re´ e´tant bidimensionnel, Bayly et al. (1996) ont
montre´ que l’e´quation de transport (2.12) peut se re´duire a` une simple e´quation
diffe´rentielle ordinaire du deuxie`me ordre pour la variable q = ω · ez|k|/|kh| :
q¨ +Q(t)q = 0, (2.15a)
Q(t) = −k2z
(
kTh (L˙+ LL− 3LLT )kh
|kh|2|k|2 +
(4|k|2 − k2z)(kThLkh)2
|kh|4|k|4
)
. (2.15b)
L’e´coulement est alors instable si |q(t)| croˆıt exponentiellement le long d’une trajec-
toire 3
Pour les tourbillons (2.3), on peut montrer apre`s calculs que le coefficient Q dans
(2.15b) admet la de´pendance explicite suivante :Q(t;Ω`, δ, ϑ, γ−2ϕ). Ici, δ and γ sont
respectivement le module et l’argument de H ′(ξ¯), alors que ϕ et ϑ sont les angles ca-
racte´risant l’orientation initiale du vecteur d’onde k0 = (cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ)T .
Il apparaˆıt de plus que Q est pe´riodique en temps de pe´riode 2pi/Ω`, ce qui
engendre que l’e´quation (2.15b) est maintenant une e´quation de Hill. Par ailleurs, le
potentiel Q est invariant par la transformation ϑ→ −ϑ, ϑ→ pi − ϑ, et ϕ→ ϕ+ pi.
Bien que l’orientation initiale du vecteur d’onde k0 soit une variable en soit, on
a choisit de prendre par souci de simplicite´ dans le reste du chapitre ϕ tel que
γ−2ϕ = pi/2. Notons que d’autres valeurs de ϕ ne changent pas qualitativement les
re´sultats expose´s ci-dessous.
Les parame`tres δ ∈ [0; 1[ et ϑ ∈ [0;pi/2] sont les deux parame`tres cle´s de ce
proble`me. Nous rappelons que δ = |H ′| caracte´rise la de´formation locale d’une par-
ticule fluide et est ge´ne´ralement non uniforme dans le vortex ; on rappelle aussi que
si δ = 0 partout, alors l’e´coulement est un tourbillon de Rankine. De plus ϑ est
l’angle du vecteur d’onde avec la verticale, la perturbation e´tant bidimensionnelle si
ϑ = pi/2 et tridimensionnelle sinon.
En premier lieu, on conside`re la stabilite´ d’un e´coulement peu de´forme´, i.e. δ ¿ 1.
Pour les exemples conside´re´s en (2.7) et (2.8a,b), ceci correspond a` S ¿ 1. Ainsi en
effectuant un de´veloppement limite´ en δ, (2.15b) donne au premier ordre :
q¨ +Ω2` (a0 + 2δa1 sinΩ`t)q = 0. (2.16)
3. La de´pendance des variables par rapport au label Lagrangien est maintenant implicite
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C’est une e´quation de Mathieu de coefficients :
a0 = 4 cos2 ϑ, a1 = (52 + 4 sin
2 ϑ) cos2 ϑ. (2.17)
Lorsque δ ¿ 1, les solutions de (2.16) sont borne´es sauf au voisinage de re´sonances
de´finies par a0 = 14j
2 ou` j est un entier positif. Les solutions re´sonantes sont ex-
ponentiellement croissantes avec un taux de croissance d’ordre δj . Une analyse per-
turbative permet ainsi de de´terminer le taux de croissance associe´ a` la premie`re
re´sonance (j = 1) qui s’e´crit σ = δΩ`a1 (Bender & Orszag, 1978, Chap. 11.4).
A partir de (2.17), la premie`re re´sonance apparaˆıt pour des vecteurs d’onde
ve´rifiant cosϑ = 14 et le taux de croissance de ces solutions s’e´crit ainsi simplement
σ = 2564Ω`δ. De plus comme δ = |H ′|, on peut alors conclure que tous les tourbillons
faiblement de´forme´s de la forme (2.3) sont instables vis a` vis de perturbations tri-
dimensionnelles localise´es. Pour les exemples (2.7) et (2.8a,b), le maximum du taux
de croissance vaut donc :
σmax = 2564Ω`S quand S ¿ 1.
Ainsi, on retrouve les re´sultats de Vladimirov & Il’in (1988) et Le Dize`s (2000)
pour l’ellipse de Kirchhoff ou les tourbillons multipolaires, mais ce re´sultat est
e´tonnamment valable pour la famille entie`re de tourbillons que l’on obtient en rem-
plac¸ant S par |H ′|max. Une explication en est donne´e a` la fin du chapitre en §2.9.
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Figure 2.4 – Taux de croissance adimensionne´ σ/Ω` (maximise´ sur toutes les orien-
tations possibles du vecteur d’onde) des tourbillons d’Abrashkin–Yakubovich (2.3)
calcule´ en fonction de la de´formation locale δ = |H ′|, sans rotation externe et sans
stratification. La ligne en pointille´e, de pente 25/64, correspond au calcul re´alise´
avec des petites de´formations.
Pour des fortes de´formations, l’e´quation de Mathieu (2.16) n’est plus valide et
(2.15b) ne peut eˆtre re´solue que nume´riquement. Comme Q(t) est pe´riodique, on
y parvient avec la the´orie de Floquet (Bender & Orszag, 1978, Chap. 11.4). Les
re´sultats reporte´s sur la figure 2.4 montrent que la famille de tourbillon d’Abrashkin–
Yakubovich est instable de`s que H ′(ξ¯) 6= 0 quelque part. Le tourbillon de Rankine
est quand a` lui le seul individu stable de cette famille.
2.6 Effet d’une rotation d’ensemble 15
La figure 2.4 montre alors que le taux de croissance est renforce´ par la de´formation.
Comme δ = |H ′|, le taux de croissance des perturbations n’est pas uniforme dans
le vortex. Par ailleurs, comme la vorticite´ (2.4) est une fonction croissante de |H ′|,
les re´gions les plus instables sont celles ou` la vorticite´ est maximum. Par exemple,
les plus dangereuses instabilite´s sont situe´es le long de la frontie`re des tourbillons
multipolaires (2.7) repre´sente´s sur la figure 2.1. Pour (2.8a,b), les points mate´riels
repre´sente´s sur les figures 2 et 3 sont les endroits les plus instables.
2.6 Effet d’une rotation d’ensemble
Un cas particulier de la solution d’Abrashkin–Yakubovich (2.2) s’e´crit :
Z(t; ξ, ξ¯) = (ξeiΩ`t +H(ξ¯))eiΩpt with |H ′(ξ¯)| < 1 and |ξ| 6 1. (2.18)
Le mouvement ainsi de´fini est la composition de (2.3) avec une rotation uniforme
de vitesse angulaire Ωp autour de l’axe vertical (Oez). Par ailleurs, (2.3) peut eˆtre
vue comme e´tant la position relative d’une particule fluide dans un repe`re tournant
a` Ωp, et (2.18) sa position absolue par rapport au repe`re inertiel (O; ex, ey, ez).
Les e´coulements exte´rieurs aux tourbillons, construits pre´ce´demment en §2.2, sont
toujours irrotationnels vus du repe`re en rotation, mais ont une vorticite´ uniforme
2Ωp dans le repe`re inertiel.
Par conse´quent l’analyse de stabilite´ directe de (2.18) est e´quivalente a` la stabilite´
de (2.3) dans le repe`re tournant. De plus la me´thode pre´sente´e dans la section
pre´ce´dente peut eˆtre directement applique´e a` (2.18), tout en calculant la matrice de
distorsion Fc a` partir de (2.18).
Le calcul explicite de la vorticite´ associe´e a` (2.18) entraˆıne :
Γ (ξ, ξ¯) = 2Ωp + 2Ω`/(1− |H ′|2). (2.19)
C’est la vorticite´ absolue de l’e´coulement qui est relie´e a` la vorticite´ relative (2.4)
au travers de la relation usuelle : Γabs = 2Ωp+Γrel. Rappelons que Ω` est la vitesse
angulaire d’une particule fluide dans son mouvement dans le repe`re tournant, il est
par ailleurs utile d’introduire le parame`tre adimensionnel suivant :
f = Ωp/Ω`
qui peut eˆtre vu comme l’inverse d’un nombre de Rossby. La rotation externe sera
dite cyclonique si f > 0 et anticyclonique si f < 0.
Pour de faibles de´formations (δ = |H ′| ¿ 1), l’e´quation de Mathieu (2.16) a pour
coefficients :
a0 = 4(1 + f)2 cos2 ϑ, a1 = ((52 + 2f) + 4(1 + f)
2 sin2 ϑ) cos2 ϑ.
Comme 0 6 cos2 ϑ 6 1, la re´sonance de premier ordre (a0 = 14) apparaˆıt alors quand
|1 + f | > 14 , (2.20)
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ou encore quand f 6 −54 ou quand f > −34 . A l’inte´rieur de ces re´gions, les solutions
croissent exponentiellement et leurs taux de croissance adimensionne´s s’e´crit :
σ
Ω`
=
δ
64
(
5 + 4f
1 + f
)2
. (2.21)
En outre lorsque δ ¿ 1, les tourbillons d’Abrashkin–Yakubovich sont stables dans
un repe`re en rotation seulement pour des rotations anticycloniques telles que −54 6
f 6 −34 .
Cette re´gion stable est centre´e autour de f = −1 ce qui, d’apre`s (2.19) avec
δ ¿ 1, montre que la vorticite´ absolue de l’e´coulement dans cette re´gion est alors
proche de ze´ro. En fait pour des fortes de´formations, les trajectoires a` vorticite´
absolue nulle telles que f +1/(1− δ2) = 0 sont toujours stables d’apre`s le deuxie`me
point (ii) du crite`re de stabilite´ formule´ en §2.4. Ceci est une extension du re´sultat
classique stipulant que l’instabilite´ elliptique est stabilise´ a` vorticite´ absolue dans
un repe`re tournant (Craik, 1989; Cambon et al., 1994).
Pour des fortes de´formations, le crite`re (2.14) pour les perturbations dont le
vecteur d’onde est vertical pre´voˆıt qu’il y a instabilite´ si
δ > |3 + 4f |/|1 + 4f |. (2.22)
A l’inte´rieur de cette re´gion, le taux de croissance adimensionne´ s’e´crit alors :
σ
Ω`
=
(
δ2(1 + 4f)2 − (3 + 4f)2
4(1− δ2)
)1/2
. (2.23)
Dans le cas ge´ne´ral, pour toutes les autres valeurs de parame`tres, la re´solution du
proble`me se fait nume´riquement en inte´grant l’e´quation de Hill (2.15b). Les formules
(2.21) et (2.23) fournissent ainsi des tests utiles pour de´terminer le bon fonction-
nement des calculs nume´riques. Les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure 2.5 ou` le
taux de croissance, maximise´ sur toutes les orientations possibles du vecteur d’onde
initial, est projete´ dans le plan (f, δ). Pour f = 0 (sans rotation), les tourbillons
(2.3) sont toujours instables quelle que soit la de´formation. De plus les cyclones sont
toujours instables, alors que les anticyclones peuvent eˆtre stabilise´s.
Afin d’alle´ger les notations, nous de´signerons par la suite comme perturbations
verticales (resp. obliques), les perturbations dont le vecteur d’onde est vertical (resp.
oblique). Le plan (f, δ) peut alors eˆtre divise´ en 4 re´gions repre´sente´es sur la figure
2.6a : la re´gion (T) est instable et correspond a` des perturbations verticales bien
que des perturbations obliques puissent aussi exister au voisinage de la frontie`re de
(T) ; les 2 re´gions (I) n’admettent que des perturbations obliques instables ; et la
re´gion S est stable. La figure 2.5 montre que les perturbations les plus amplifie´es
sont les perturbations verticales se de´veloppant dans la re´gion T. Plus pre´cise´ment
on peut montrer que la re´gion stable est comprise entre 2 courbes sur lesquelles
les perturbations verticales (kh = 0) sont stables mais pe´riodiques de pe´riode pi, et
coupent l’axe δ = 0 respectivement en f = −54 et f = −34 comme pre´vu pour la
re´sonance principale de l’e´quation de Mathieu. On peut montrer que ces courbes
sont respectivement de´finies par δ2(f) et δ0(f), ou`
δm(f) =
(
(3 + 4f)2 −m2
(1 + 4f)2 −m2
)1/2
. (2.24)
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Figure 2.5 – Carte d’instabilite´ pour les tourbillons (2.18) e´voluant dans un mi-
lieu homoge`ne. On a trace´ les isovaleurs du taux de croissance adimensionne´ σ/Ω`
(calcule´ nume´riquement) en fonction de la de´formation du vortex δ = |H ′| et du
parame`tre de rotation f = Ωp/Ω`. La re´gion blanche est stable. La re´gion de´limite´e
par les lignes pointille´es et qui inclus le niveau σ/Ω` = 1 est la re´gion pour laquelle
les perturbations de vecteurs d’onde verticaux sont instables.
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Notons par ailleurs que la courbe de´finie par m = 1 correspond a` des trajectoires
irrotationnelles et se situe dans la zone stable δ2(f) 6 δ 6 δ0(f). Finalement les
tourbillons d’Abrashkin–Yakubovich sont stabilise´s par la rotation si f 6 −34 et si en
tout point : (
(3 + 4f)2 − 4
(1 + 4f)2 − 4
)1/2
6 |H ′| 6 3 + 4f
1 + 4f
. (2.25)
Le point crucial de cette e´tude re´side dans le fait que meˆme des anticyclones
tre`s fortement de´forme´s peuvent eˆtre stabilise´s pour des rotations anticycloniques.
Par exemple, il sera toujours possible de trouver un repe`re tournant dans lequel
une ellipse de Kirchhoff de rapport d’aspect quelconque sera stable. Les tourbillons
non uniformes de´crits par (2.7) ou (2.8a,b) sont eux aussi stables dans la re´gion
−54 6 f 6 −34 si l’on suppose que S 6 (3 + 4f)/(1 + 4f). Ainsi si f = −54 par
exemple, il faut que S 6 12 pour assurer la stabilite´ (pour les ellipses de Kirchhoff,
le rapport d’aspect doit eˆtre infe´rieur ou e´gal a` 3).
2.7 Effet de la stratification
On e´tudie maintenant les effets d’une stratification en densite´ stable suivant la
verticale ez. On montre (voir Annexe B), que sous l’approximation de Boussinesq,
les e´quations de transport se re´duisent a` :
q¨ +
(
Q(t) +N2
|kh(t)|2
|k(t)|2
)
q = 0, (2.26)
ou` N est la fre´quence de Brunt–Va¨isa¨la¨ et Q(t) le potentiel de´finit en (2.15b). Il est
ici utile d’introduire le parame`tre adimensionnel caracte´risant la stratification :
s = N/Ω`,
qui peut eˆtre vu comme e´tant l’inverse d’un nombre de Froude.
On montre alors que, quand la de´formation est faible, les coefficients de l’e´quation
de Mathieu (2.16) deviennent :
a0 = 4(1 + f)2 cos2 ϑ+ s2 sin2 ϑ, a1 = (52 + 2f + (4(1 + f)
2 − s2) sin2 ϑ) cos2 ϑ.
Ainsi, au premier ordre, l’instabilite´ apparaˆıt quand a0 = 14 . Et comme 0 6 cos2 ϑ 6
1 et s2 > 0, les conditions pour qu’une re´sonance parame´trique existe, en pre´sence
de stratification 4 deviennent :
(s 6 12 and |1 + f | > 14) ou (s > 12 and |1 + f | 6 14). (2.27)
Ces conditions e´tant satisfaites, le taux de croissance adimensionne´ de l’instabilite´
s’e´crit :
σ
Ω`
=
δ(5 + 4f)2(1− 4s2)
64(1 + f)2 − 16s2 .
4. Une stratification telle que s2 < 0 est toujours instable car il existe toujours un ϑ tel que
a0 < 0.
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Figure 2.6 – Diagramme de stabilite´ des tourbillons dans un fluide stratifie´ en
rotation pour s = N/Ω` < 12 (a) ; s =
1
2 (b) ; s =
3
4 (c) ; s =
5
4 (d). Les re´gions
indique´es par un (S) sont stables ; celles indique´es par un (T) sont instables pour
des perturbations dont le vecteur d’onde est vertical. Les re´sonances d’ordre 1, 2 et
3 se de´veloppent respectivement dans les re´gions I, II et III.
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Ainsi, pour des faibles stratifications (s 6 12), les tourbillons sont toujours stables
a` vorticite´ absolue nulle, mais pour des fortes stratifications (s > 12) les re´gions
stables et instables s’interchangent. Cependant, des re´sonances d’ordres supe´rieurs,
c’est a` dire telles que a0 = 14j
2 avec j > 2, peuvent se de´velopper dans des re´gions
ou` la re´sonance principale (j = 1) est stable. Par exemple, si s = 12 et δ ¿ 1, la
re´sonance principale disparaˆıt alors que la re´sonance secondaire (j = 2) commence a`
se de´velopper quand f 6 −32 ou f > −12 (re´gion II dans la figure 2.6b). Si 12 < s < 1
et δ ¿ 1, cette dernie`re est toujours pre´sente alors que la premie`re re´apparaˆıt pour
−54 6 f 6 −34 (re´gion I dans la figure 2.6c). Si 1 < s < 32 et δ ¿ 1, la re´sonance
secondaire disparaˆıt alors que la troisie`me re´sonance (j = 3) apparaˆıt (figure 2.6d),
et ainsi de suite...
Par ailleurs, ces re´sonances d’ordres supe´rieurs sont particulie`rement difficiles a`
de´tecter, car leurs taux de croissances sont d’ordre δj lorsque δ ¿ 1. Heureusement,
lorsque δ est assez petit, nous avons observe´ que les frontie`res des re´gions, dans
lesquelles ces re´sonances se de´veloppent dans le plan (f, δ), sont donne´es par les
courbes (2.24), sur lesquelles les perturbations verticales sont stables. Ce re´sultat
nous donne de pre´cieuses informations pour re´aliser les calculs nume´riques de (2.26).
Les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure 2.6.
Tout d’abord, la re´gion T de´finit par (2.22), dans laquelle les perturbations sont
verticales, reste inchange´e quelque soit la stratification du fait que ces perturbations
ne sont pas affecte´es par la stratification (voir Annexe B). C’est a` l’inte´rieur de
cette re´gion que les perturbations sont le plus amplifie´es, leurs taux de croissance
e´tant e´gale a` (2.23). Cette assertion bien que vrai la plupart du temps ne se ve´rifie
malheureusement pas au voisinage de la frontie`re T, ou` des perturbations obliques
peuvent eˆtre plus instables que celles verticales. Pour des faibles stratification 0 <
s < 12 , nous avons observe´ que la re´sonance principale se de´veloppe dans la meˆme
re´gion I que dans le cas homoge`ne, bien que son taux de croissance soit plus faible
(figure 2.6a). La re´gion stable S demeure elle aussi inchange´e. Ainsi, si s < 1 et
f 6 −34 , les tourbillons d’Abrashkin–Yakubovich sont stables si l’on suppose que
(2.25) est ve´rifie´ partout.
Si s = 12 (cf. figure 2.6b), on observe nume´riquement que la re´sonance principale
disparaˆıt quelle que soit la de´formation, et la re´sonance secondaire se de´veloppe dans
2 re´gions (II) borne´es par les courbes de´finies respectivement par δ3(f) et f = −12 .
Il y a aussi 2 re´gions de stabilite´s de´finies par :
(f 6 −34 et δ3(f) 6 |H ′| 6 δ0(f)) ou (−34 6 f 6 −12 et |H ′| 6 δ0(f)).
Et, e´tonnamment, tous les tourbillons sont stables si s = 12 et f = −12 .
Si 12 < s < 1 (cf. figure 2.6c), les diffe´rentes courbes de´limitant les re´gions de
stabilite´s sont de´finies par les fonctions δm(f) si f 6 −34 . Cependant, pour −34 6
f 6 −12 , on observe en comparant les figures 6b et 6c que les re´gions de stabilite´
deviennent plus e´troites. En fait, une nouvelle re´gion d’instabilite´ qui de´pend de
l’intensite´ de la stratification se de´veloppe. Par exemple, lorsque s = 0.75, la frontie`re
de cette re´gion commence au point (f, δ) ≈ (−0.5, 0.35) et coupe la re´gion T au point
(f, δ) ≈ (−0.58, 0.52). Nous n’avons pas re´ussi a` obtenir une expression analytique
de ces courbes car contrairement aux autres courbes qui sont calcule´es pour des
vecteurs d’ondes verticaux, ici les vecteurs d’onde des perturbations sont obliques.
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Ainsi, il ne semble pas possible (sauf dans le cas de faibles de´formations) de
donner une description syste´matique des frontie`res de stabilite´ si la stratification
ve´rifie s > 12 . Un dernier exemple est finalement pre´sente´ pour s = 1.25 sur la figure
2.6d. On rappelle finalement que les re´sonances d’ordre supe´rieures a` 1 sont tre`s
faibles et seraient ainsi tre`s vraisemblablement atte´nue´es par la viscosite´. Ainsi, si
s > 12 , les re´gions instables seraient la re´union des re´gions T et I des figures 6c or
6d, les re´gions II et III resteraient probablement stables dues a` la viscosite´.
2.8 Application aux tourbillons multipolaires
On conside`re enfin un cas particulier de la famille de solutions d’Abrashkin–
Yakubovich s’e´crivant :
Z(t; ξ, ξ¯) = (ξ + Sξ¯n−1e−iΩ`t)eiΩ`t/n/(n− 1) (2.28)
ou` 0 6 S < 1 et |ξ| 6 1. Cette solution est un cas particulier de (2.2), et plus
pre´cise´ment de (2.18) ou` H(ξ¯) est donne´ par (2.7) et Ωp = −Ω`(1 − 1/n). Comme
nous avons vu en §2.3, que (2.3) avec (2.7) correspondait a` des tourbillons mul-
tipolaires tournant sans changer de forme a` la vitesse angulaire Ω`(1 − 1/n), on
en de´duit alors que (2.28) de´crit des tourbillons multipolaires stationnaires. Une
de´monstration de cette assertion est donne´e dans l’Annexe C.
Cette solution est particulie`rement inte´ressante car on peut construire a` l’exte´rieur
du vortex un e´coulement potentiel stationnaire se comportant a` l’infini comme un
champ d’e´tirement multipolaire (voir Annexe C). Cette solution exacte n’est autre
qu’une ge´ne´ralisation du tourbillon elliptique de Moore–Saffman. On peut, a` par-
tir de (2.19), calculer explicitement la distribution de vorticite´ de (2.28) : on re-
marque alors qu’elle est toujours non uniforme si n > 2 mais que maintenant les
contours trace´s sur la figure 2.1 co¨ıncident avec les lignes de courant. Lorsque la
de´formation est faible, i.e. S ¿ 1, la vorticite´ est constante en premie`re approxi-
mation (Γ = 2Ω`/n), et la fonction de courant est donne´e en coordonne´es polaires
par (2.44). Pour S ¿ 1, l’e´coulement correspond ainsi avec la solution de´crivant des
tourbillons multipolaires e´tudie´e par Le Dize`s (2000); Eloy & Le Dize`s (2001).
Comme cette solution est un cas particulier de (2.18), la stabilite´ des tourbillons
multipolaires stationnaire (2.28) est alors aise´ment effectue´e d’apre`s les re´sultats
de la section pre´ce´dente en remplac¸ant simplement f par 1/n − 1. Par exemple,
dans le cas non stratifie´, la condition de stabilite´ (2.25) montre que les tourbillons
stationnaires elliptiques (n = 2), triangulaires (n = 3) et carre´s (n = 4) sont toujours
instables quelle que soit la de´formation (pour tout 0 < S < 1) alors que tous les
autre (pour n > 5) ne seront instables que si leur de´formation est suffisamment forte.
Plus pre´cise´ment, (2.28) avec n > 5 sont stables si :
S < (n− 4)/(3n− 4). (2.29)
On pourra toujours dans le cas homoge`ne, mais seulement pour des petites
de´formations (S ¿ 1), appliquer la formule (2.21) donnant l’expression du taux
de croissance. Il suffira de poser f = 1/n − 1 et δ = S|ξ|n−2. La condition de
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re´sonance (2.20) devient alors n 6 4, en accord avec Eloy & Le Dize`s (2001), et le
taux de croissance maximum est atteint en |ξ| = 1 et s’e´crit :
σmax = 164(n+ 4)
2Ω`S.
On retrouve ainsi pour n = 2, le ce´le`bre 916 e`me obtenu par Waleffe (1990) pour
l’instabilite´ elliptique (dans notre cas, lorsque S ¿ 1, l’intensite´ de l’e´tirement et la
vorticite´ valent respectivement Ω`S et Ω`). De plus pour n = 3 et 4, on retrouve aussi
la non moins ce´le`bre formule (formule (50) dans Le Dize`s, 2000) pour les tourbillons
triangulaires et carre´s. En pre´sence d’une faible stratification (s = N/Ω` < 12), les
re´sultats ne changent pas sauf pour le maximum du taux de croisance qui s’e´crit
alors pour des petites de´formations :
σmax =
(n+ 4)2(1− 4s2)
16(4− n2s2) Ω`S. (2.30)
Dans le cas ou` s = 12 , les tourbillons elliptiques sont stables quels que soient l’in-
tensite´ de l’e´tirement, les triangulaires sont stables si S < 15 , les carre´s sont toujours
instables ; et tous les autres sont stables si (2.29) est ve´rifie´. En fait les tourbillons
carre´s sont toujours instables et quelle que soit finalement la stratification. De plus
si s > 12 , on peut de´duire de (2.27) que la re´sonance principale n’apparaˆıt que si
n > 4 avec pour taux de croissance (2.30). Ce qui montre donc que les tourbillons
multipolaires tels que n > 5, stables dans un fluide homoge`ne (en accord avec 2.29),
deviennent instables si la stratification est suffisamment forte (s > 12). A l’oppose´,
la re´sonance principale des tourbillons elliptiques et triangulaires est stabilise´e par
la stratification bien que des re´sonances d’ordres supe´rieurs croissent e´galement si
s > 1. Notons que ce me´canisme a e´te´ de´couvert par Miyazaki & Fukumoto (1992)
dans le cas elliptique.
Finalement, si une rotation externe est rajoute´e, c’est a` dire si (2.28) correspond
au mouvement stationnaire dans un repe`re tournant a` la vitesse angulaire Ωp par
rapport au repe`re inertiel, les re´sultats asymptotiques peuvent eˆtre de´duits de (2.21)
et (2.30) en remplac¸ant f dans ces formules par f +1− 1/n. Ainsi quand n = 2, on
retrouve les re´sultats trouve´s par Miyazaki (1993); Kerswell (2002); Leblanc (2003)
concernant la stabilite´ d’un tourbillon elliptique dans un fluide stratifie´ en rotation,
alors que pour n > 3, on extend les re´sultats de Le Dize`s (2000) pour un fluide
stratifie´.
2.9 Conclusion
Nous re´sumons dans un premier temps les principaux re´sultats de ce chapitre.
Nous avons ainsi e´nonce´ plusieurs crite`res exacts de stabilite´ d’une classe de so-
lutions exactes de l’e´quation d’Euler (2.2) de´couverte par Abrashkin–Yakubovich.
Nous avons ainsi e´tendu le crite`re d’instabilite´ de la houle de Gerstner de´couvert
pre´ce´demment.
La suite du chapitre s’est principalement axe´e sur la famille de tourbillons non
uniformes e´voluant dans un e´coulement potentiel au repos a` l’infini et de´crite par
Z(t, ξ, ξ¯) = ξeiΩ`t +H(ξ¯). On a ainsi montre´ que :
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(i) Tous ces tourbillons (sauf le tourbillon de Rankine) sont de´stabilise´s dans un
fluide homoge`ne par des perturbations tridimensionnelles de courtes longueurs
d’onde. Les perturbations bidimensionnelles sont quant a` elles toujours stables.
(ii) Dans un repe`re tournant, les perturbations sont stabilise´es pour des otations
anticycloniques (f 6 −34) si (2.25) est ve´rifie´ partout dans le vortex. Cette
conclusion e´tant identique dans un fluide stratifie´ en rotation si s < 12 .
(iii) Si s = 12 et f = −12 , aucune instabilite´ de courtes longueurs d’onde n’a e´te´
de´tecte´e.
Ces re´sultats, valides pour tous les membres de la famille de tourbillons, ont
e´te´ applique´s en §2.8 dans le cas particulier des tourbillons multipolaires station-
naires (2.28), pour lesquels on a montre´ qu’ils pouvaient eˆtre entoure´s d’un champ
d’e´tirement potentiel multipolaire. Nous avons trouve´, en particulier, que les tour-
billons carre´s sont toujours instables, que les tourbillons elliptiques et triangulaires
sont instables si s < 12 et que les autres sont toujours stables si (2.29) est ve´rifie´.
Pour des fortes stratifications (s > 12), on montre que tous les tourbillons multipo-
laires tels que n > 4 sont instables, alors que la re´sonance principale est stable pour
les tourbillons elliptiques et triangulaires.
Finalement on donne une explication du me´canisme d’instabilite´ de´crit dans
ce chapitre. On rappelle alors que lorsque H(ξ¯) = Sξ¯, la solution d’Abrashkin–
Yakubovich n’est autre qu’une ellipse de Kirchhoff. Ainsi, la vorticite´ et l’e´tirement
sont constants a` l’inte´rieure de l’ellipse, et l’e´tude de stabilite´ locale est mathe´matiqu-
ement e´quivalente a` l’e´tude de stabilite´ d’un e´coulement non borne´ dont les lignes de
courant sont elliptiques dans un repe`re tournant a` la vitesse angulaireΩ`/2. On peut,
en fait, ge´ne´raliser cette analogie avec l’instabilite´ elliptique pour tous les tourbillons
de´crits avec une fonction H(ξ¯) quelconque, bien que la vorticite´ et l’e´tirement ne
soient plus localement constants dans le vortex. En effet, le gradient de vitesse local
d’une particule fluide peut eˆtre calcule´ explicitement. En le se´parant en sa partie
syme´trique et sa partie antisyme´trique, on obtient (dans le cas sans rotation) :
L(t; ξ, ξ¯) =
Ω`δ
1− δ2
(
sin(Ω`t+ γ) − cos(Ω`t+ γ)
− cos(Ω`t+ γ) − sin(Ω`t+ γ)
)
+
Ω`
1− δ2
(
0 −1
1 0
)
,
ou` δ et γ sont respectivement le module et l’argument de H ′(ξ¯), diffe´rant d’une
trajectoire a` l’autre. La partie syme´trique montre ainsi que chaque particule fluide
subit un e´tirement local tournant a` la vitesse angulaire Ω`/2.
Cependant, l’analyse de stabilite´ locale prend en compte chaque trajectoire
comme e´tant inde´pendante des autres, ce qui entraˆıne que la stabilite´ de chaques tra-
jectoires de la solution d’Abrashkin & Yakubovich est en fait e´quivalente a` l’analyse
de stabilite´ d’un e´coulement elliptique tournant de rapport d’aspect (1+ δ)/(1− δ).
Ainsi, l’instabilite´ elliptique est le me´canisme de de´stabilisation des tourbillons
d’Abrashkin–Yakubovich bien que leurs formes ne soient pas des ellipses, ce qui
illustre finalement bien le caracte`re universel de ce me´canisme.
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2.10 Annexe A : De´monstration du crite`re d’instabilite´
On de´montre que la solution (2.2) est instable si l’ine´galite´ (2.22) est ve´rifie´e.
On suppose alors que le vecteur d’onde des perturbations est orthogonal au plan de
l’e´coulement (kh = 0), ce qui entraˆıne que l’e´quation (2.9b) se re´duit a` v˙ = −Lv.
La matrice Jacobienne complexe Fc = ∂(Z, Z¯)/∂(ξ, ξ¯) s’e´crit alors :
Fc(t) =
(
G′ei(Ω1+Ω2)t H ′ei(Ω1−Ω2)t
H ′e−i(Ω1−Ω2)t G′e−i(Ω1+Ω2)t
)
, (2.31)
ou` par souci de clarte´ : G′ = G′(ξ) et H ′ = H ′(ξ¯). Rappelons que Fc(t) et Fh(t) sont
relie´s simplement par la relation (2.11), et que L(t) et F (t) sont quant a` eux relie´es
par F˙ = LF , ce qui entraˆıne que la matrice gradient de vitesse complexe de´finie par
Lc = TLhT−1 est elle meˆme relie´e a` Fc par :
F˙c = LcFc. (2.32)
Si par ailleurs on introduit la vitesse complexe vc = Tvh relie´e a` la composante
horizontale de la perturbation de vitesse vh(t), on remarque alors que pour des
vecteurs d’onde verticaux vc(t) est solution de :
v˙c = −Lcvc. (2.33)
Ainsi, a` partir de (2.31) et(2.32), on peut calculer explicitement Lc(t) qui devient :
Lc(t) =
i
J
(
Ω2I +Ω1J −2Ω2G′H ′e2iΩ1t
2Ω2G′H ′e−2iΩ1t −Ω2I −Ω1J
)
, (2.34)
ou` I = |G′|2 + |H ′|2 et J = |G′|2 − |H ′|2. Bien que le syste`me (2.33) fasse intervenir
la matrice (2.34) dont les coefficients sont pe´riodiques, on peut le transformer en
un syste`me d’e´quations diffe´rentielles a` coefficients constants en introduisant les
matrices suivantes :
R =
(
iΩ1 0
0 −iΩ1
)
and P(t) = etR =
(
eiΩ1t 0
0 e−iΩ1t
)
.
En remarquant que P˙ = RP et P−1RP = R, on montre, a` partir de (2.33), que la
nouvelle variable w = P−1vc est solution de w˙ = −Mw ou` M = P−1LcP + R. Un
calcul direct donne :
M =
i
J
(
Ω2I + 2Ω1J −2Ω2G′H ′
2Ω2G′H ′ −Ω2I − 2Ω1J
)
,
qui est inde´pendante du temps. De plus les valeurs propres de M sont solutions de
σ2 = −4Ω21 −Ω22 − 4Ω1Ω2I/J . Les perturbations croˆıtront donc exponentiellement
si σ2 > 0 et l’e´coulement de´fini par (2.2) sera donc instable si il existe un point (ξ, ξ¯)
dans le plan Lagrangien ou` l’ine´galite´ (2.22) est ve´rifie´e.
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2.11 Annexe B : De´rivation de l’e´quation de Hill
Les e´quations de´crivant le mouvement d’un fluide stratifie´ non visqueux sont les
e´quations d’Euler sous l’approximation de Boussinesq et d’apre`s (LeBlond & Mysak,
1978, Chap. 1.5) s’e´crivent :
Du/Dt+∇$ = −bez, Db/Dt = N2u·ez, divu = 0,
ou` b(x, t) est le champs de flottabilite´ et N la fre´quence de Brunt–Va¨isa¨la¨. La stra-
tification est suppose´e stable et uniforme (N est donc une constante re´elle).
Posons U(x, t) et B(x, t), les champs de vitesse et de flottabilite´ d’une solution
exacte des e´quations d’Euler sous l’approximation de Boussinesq. Afin d’e´tudier la
stabilite´ d’un tel e´coulement soumis a` des perturbations initialement localise´es, on
line´arise ces e´quations autour de cet e´coulement de base en y injectant des pertur-
bations de la forme : (u, $, b) = (v, 0, %)eiφ/² + O(²), ou` 0 < ² ¿ 1. En utilisant
le formalisme asymptotique de´crit par Lifschitz & Hameiri (1991), on peut montrer
que le vecteur d’onde k =∇φ est toujours solution de (2.9a), et que les amplitudes
des champs de vitesse et de flottabilite´ des perturbations (v, %) sont solutions de
(voir aussi Friedlander, 2001) :
v˙ = (2kkT/|k|2 − I )Lv + (kkT/|k|2 − I )%ez, %˙ = (N2ez −∇B)·v. (2.35a, b)
De plus toute solution bidimensionnelle (dans le plan perpendiculaire a` la stratifica-
tion) des e´quations d’Euler est aussi solution des e´quations d’Euler sous l’approxi-
mation de Boussinesq. Les solutions (2.3) et (2.18) peuvent ainsi repre´senter des
tourbillons colonnes e´voluant dans un milieu stablement stratifie´. On montre alors
comment les e´quations de transport (2.35) se re´duisent a` une e´quation diffe´rentielle
ordinaire du second ordre de la forme (2.26). Cette de´monstration utilise le meˆme
formalisme que celui utilise´ par Bayly et al. (1996) dans le cas homoge`ne.
En pre´sence de stratification, l’e´quation de Lifschitz (2.12) s’e´crit :
ω˙ = Lω + (ω × k)Γ ·k/|k|2 + %ez × k, (2.36)
ou` Γ est la vorticite´ absolue de l’e´coulement de base. On remarque au passage que
les trajectoires irrotationnelles peuvent eˆtre instables dues a` la stratification. En
projetant sur la verticale (2.35b) avec B = 0 et (2.36), on obtient :
%˙ = N2vz, ω˙z = Γkzvz, (2.37)
ou` les contributions verticales sont repre´sente´es par l’indice z. En conse´quence,
Γkz% − N2ωz est un invariant Lagrangien. Cette proprie´te´ peut aussi bien eˆtre
prouve´e en utilisant la conservation de la vorticite´ potentielle. Ainsi si une trajectoire
est instable, l’e´galite´ suivante doit eˆtre ve´rifie´e :
Γkz% = N2ωz. (2.38)
En effet, Γ et kz sont constants le long des trajectoires de l’e´coulement de base ; par
conse´quent, si % et ωz croissent exponentiellement lorsque t→ +∞, ils doivent donc
s’annuler lorsque t→ −∞.
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Par ailleurs, on peut montrer a` partir de (2.35a) et de la condition d’incompres-
sibilite´ k·v = 0 que la composante verticale de la perturbation de vitesse est solution
de :
v˙z = −2k2z
kThLkh
|kh|2|k|2 vz − 2kz
kThHkh
|kh|2|k|2ωz −
|kh|2
|k|2 %, H = L
(
0 1
−1 0
)
. (2.39)
Ainsi le proble`me de stabilite´ locale est maintenant re´duit a` un syste`me de trois
e´quations diffe´rentielles (2.37) et (2.39) pour les variables (%, ωz, vz).
On peut enfin e´liminer une de ces variables en utilisant (2.38). Ainsi en suivant
Bayly et al. (1996), on introduit :
p = −kzvz|k|/|kh| and q = ωz|k|/|kh|.
Et apre`s quelques calculs, bien lourds, on peut re´duire le syste`me d’e´quation a` :(
p˙
q˙
)
=
(
K˙ D
−Γ −K˙
)(
p
q
)
,
ou` Γ est la vorticite´ absolue et
K = ln
|kh|
|k| , D = 2k
2
z
kThHkh
|kh|2|k|2 +
N2
Γ
|kh|2
|k|2 .
Donc, comme Γ˙ = 0, le syste`me se re´duit finalement a` q¨+(K¨ − K˙2+ΓD)q = 0 qui
apre`s quelques manipulations donne le re´sultat escompte´ (2.26).
2.12 Annexe C : Tourbillons stationnaires dans un champ
d’e´tirement
On montre dans cette annexe que les tourbillons de´crits par (2.28) sont station-
naires et peuvent eˆtre construits entoure´s d’un e´coulement potentiel stationnaire qui
a` l’infini se comporte comme un champ d’e´tirement multipolaire. De par (2.28) avec
|ξ| 6 1, la position Z(t, ξ, ξ¯) et la vitesse complexe W (t; ξ, ξ¯) = ∂tZ¯ d’une particule
fluide a` l’inte´rieur du vortex peuvent s’e´crire :
Z(β, β¯) = β + Sβ¯n−1/(n− 1), W (β, β¯) = −iΩ`(β¯ − Sβn−1)/n, (2.40a, b)
ou` β = ξeiΩ`t/n. Si on choisit le parame`tre complexe β a` l’inte´rieur du disque unite´,
tel que |β| 6 1, et la coordonne´e complexe z = x+ iy relie´e a` β par
z = β + Sβ¯n−1/(n− 1), (2.41)
on a alors montre´ que (2.40b) et (2.41) fournissent une repre´sentation implicite du
champ Eule´rien de la vitesse complexe : W (z, z¯) = U − iV . Le temps n’e´tant plus
une variable du proble`me, l’e´coulement peut eˆtre conside´re´ comme stationnaire.
Dans la re´gion exte´rieure, le champ Eule´rien de la vitesse complexe est repre´sente´
par :
Wext(η) = −iΩ`(η−1 − Sηn−1)/n where z = η + Sη1−n/(n− 1) and |η| > 1.
(2.42)
Comme Wext ne de´pend implicitement que de z (et non de z¯ ou de t), l’e´coulement
exte´rieur est alors potentiel et stationnaire. La continuite´ de la vitesse sur la frontie`re
du vortex peut facilement eˆtre ve´rifie´e a` partir de (2.40)et de (2.42), car β et η
peuvent s’e´crire sous la forme eiχ (χ ∈ [0, 2pi]) sur le cercle unite´.
Loin du vortex (|z| → ∞), on obtient z ∼ η et Wext ∼ −iΩ`/(nz)+ iΩ`Szn−1/n.
Ce qui est la superposition d’un tourbillon ponctuel de circulation 2piΩ`/n et d’un
champ d’e´tirement multipolaire irrotationnel. Ainsi la solution exacte (2.28) ge´ne´ralise
le tourbillon stationnaire de Moore–Saffman plonge´ dans un champ d’e´tirement.
Il est finalement inte´ressant de montrer que pour des faibles de´formations, i.e.
S ¿ 1, cet e´coulement est intimement lie´ aux tourbillons multipolaires de´crits par
Eloy & Le Dize`s (2001). En effet, la relation (2.41) entre la coordonne´e complexe z et
le parame`tre auxiliaire β peut eˆtre facilement inverse´e pour des faibles de´formations.
On obtient donc en premie`re approximation β = z − Sz¯n−1/(n − 1), ce qui nous
permet d’obtenir la vitesse complexe (2.40b) qui s’e´crit :
W (z, z¯) = −iΩ`(z¯/n− Szn−1/(n− 1)). (2.43)
L’e´coulement e´tant incompressible, il peut eˆtre caracte´rise´ par une fonction de cou-
rant de´finit usuellement par la relation U = ∂yΨ et V = −∂xΨ . En coordonne´es com-
plexes on montre facilement que ces relations s’e´crivent ∂zΨ = − i2W et ∂z¯Ψ = i2W¯ .
Apre`s inte´gration, la fonction de courant relie´e a` (2.43) s’e´crit alors :
Ψ(z, z¯) = −Ω`
2n
(
|z|2 − S z
n + z¯n
n− 1
)
= −Ω`
n
(
r2
2
− Sr
n
n− 1 cosnθ
)
= Ψ(r, θ), (2.44)
avec z = reiθ. C’est la solution discute´e dans Le Dize`s (2000).
On rappelle que (2.44) est aussi une solution exacte des e´quations d’Euler. Ce-
pendant, contrairement a` (2.40), la vorticite´ de l’e´coulement est constante (Γ =
2Ω`/n) et on ne sait pas si l’e´coulement (2.44) peut eˆtre construit a` l’inte´rieur d’un
e´coulement potentiel soumis a` un champ d’e´tirement quelque soit S. Lorsque S ¿ 1,
une telle construction est possible, comme l’ont mentionne´e Eloy & Le Dize`s (2001).
Leurs re´sultats peuvent eˆtre directement retrouve´s a` partir de notre solution poten-
tielle (2.42). En effet, au premier ordre en S, on obtient : η = z−Sz1−n/(n− 1). La
fonction de courant exte´rieure peut alors eˆtre calcule´e, lorsque S ¿ 1, et on obtient
en accord avec Eloy & Le Dize`s (2001) :
Ψext(r, θ) = −Ω`
n
(
ln r − S
n
(
rn +
r−n
n− 1
)
cosnθ
)
.
Remarquons finalement que dans le cas ge´ne´ral d’un tourbillon e´voluant dans un
e´coulement potentiel au repos a` l’infini, la solution d’Abrashkin & Yakubovich (2.3)
avec (2.7) peut eˆtre entie`rement caracte´rise´e, quand S ¿ 1, par la fonction de
courant suivante :
Ψ(r, θ, t) = −Ω`
n
(
nr2
2
− Sr
n
n− 1 cosn(θ −Ωnt)
)
avec Ωn = Ω`(1− 1/n).
Ce qui correspond a` un tourbillon de Rankine de vorticite´ 2Ω` de´stabilise´ par des
ondes de Kelvin posse´dant une syme´trie d’ordre n et tournant a` la vitesse angulaire
Ωn (Saffman, 1992, Chap. 9.4).
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Chapitre 3
Stabilite´ line´aire d’un tourbillon
elliptique confine´
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L’e´tude de stabilite´ line´aire d’un tourbillon elliptique confine´ dans un milieu
stratifie´ tournant est mene´e a` terme dans ce chapitre. Nous voulons ainsi de´crire la
dynamique de perturbations tridimensionnelles ajoute´es a` un e´coulement incompres-
sible bidimensionnel de´fini comme e´tant la superposition d’une rotation solide et d’un
champ d’e´tirement elliptique stationnaire. Le fluide sera compris dans un cylindre de
rayon R et de hauteur H˜, mis en rotation a` la vitesse Ωc et stratifie´ line´airement en
densite´ suivant la verticale, le tout e´tant place´ sur une table tournant a` la vitesse Ωt.
Nous supposerons par ailleurs que l’e´coulement est parfaitement e´tabli dans toute
la partie the´orique. Nous nous affranchirons ainsi de tous proble`mes lie´s au spin-up
(phase de mise en rotation), proble`mes sur lesquels nous reviendrons tre`s largement
dans la partie expe´rimentale (chapitre 4). Dans un premier temps, nous faisons le
lien entre ce proble`me et le chapitre pre´ce´dent dans une bre`ve introduction. Puis
nous de´crivons rapidement l’e´coulement de base de notre e´tude ainsi que l’e´tude
30 3. Stabilite´ line´aire d’un tourbillon elliptique confine´
de stabilite´ line´aire effectue´e dans le chapitre. Nous continuons notre e´tude par la
description des modes propres (ondes gravito-inertielles) de l’e´coulement de rotation
solide d’un cylindre fini, puis nous caracte´risons l’atte´nuation visqueuse surfacique
et volumique de ces modes. Nous e´tudions ensuite la re´sonance de ces ondes lorsque
le cylindre est faiblement de´forme´ elliptiquement.
3.1 Introduction
Nous avons mis en e´vidence au chapitre pre´ce´dent que le me´canisme de l’insta-
bilite´ elliptique e´tait ge´ne´rique pour de nombreux e´coulements, et que stratification
et rotation d’ensemble jouaient des roˆles antagonistes. Par ailleurs l’analyse du cha-
pitre pre´ce´dent base´ sur un formalisme courte longueur d’onde de type WKB ne
permet pas d’obtenir la structure des modes instables. Afin de capter ve´ritablement
la physique de l’instabilite´ elliptique dans un milieu stratifie´ et soumis a` la force de
Coriolis, et de caracte´riser les effets visqueux et les effets dus au confinement sur
l’instabilite´, on effectue une analyse plus standard d’instabilite´ en modes propres sur
un cas d’e´cole : le tourbillon uniforme de´forme´ elliptiquement.
D’apre`s (2.44) avec n = 2, la fonction de courant associe´e a` un tel tourbillon
s’e´crit :
Ψ(r, θ) = −Ω`
2
r2
2
(1− 2S cos 2θ) . (3.1)
En rappelant que s = N/Ω` et f = Ωp/Ω`, les conditions d’instabilite´s s’e´crivent
(d’apre`s (2.27)) :
(s 6 12 et |1 + f | > 14) ou (s > 12 et |1 + f | 6 14). (3.2)
Afin de faire le lien entre le chapitre pre´ce´dent et l’e´tude d’un tourbillon uniforme
(de taux de rotation constant Ωc) soumis a` un champ d’e´tirement elliptique sta-
tionnaire d’intensite´ ε dans un fluide stratifie´ en densite´ (de fre´quence de Bru¨nt-
Va¨isa¨la¨ constante N), le tout tournant au taux de rotation Ωt, on pose :
Ωc =
Ω`
2
, (3.3a)
Ωt = Ωp +
Ω`
2
, (3.3b)
ε = 2S. (3.3c)
En introduisant Γa = 2(Ωc + Ωt)/Ωc la vorticite´ absolue adimensionne´e et Nb =
N/Ωc la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ adimensionne´e, les conditions d’instabilite´s
d’apre`s (3.2) deviennent :
(Nb 6 1 et |Γa| > 1) ou (Nb > 1 et |Γa| 6 1). (3.4)
Toutes les grandeurs utilise´es par la suite seront sans dimensions : le rayon R du
cylindre et Ω−1c e´tant respectivement les e´chelles de longueur et de temps.
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3.2 Mise en place du proble`me
3.2.1 E´coulement de base
Comme explique´ dans l’introduction l’e´coulement de base de notre proble`me
admet pour fonction de courant :
Ψ = −r
2
2
(1− ε sin 2θ). (3.5)
Les lignes de courant associe´es a` cette fonction de courant sont exactement des
ellipses (voir figure 3.1).
Figure 3.1 – Lignes de courant du tourbillon elliptique de´fini par la fonction de
courant (3.5). La ligne de courant la plus excentre´e correspond a` Ψ = −12 qui
de´terminera la frontie`re de notre e´coulement caracte´rise´e expe´rimentalement par
un cylindre de rayon R de´forme´ elliptiquement.
Nous supposons par ailleurs que le fluide est line´airement stratifie´ en densite´
suivant la verticale, le champ de flottabilite´ de base s’e´crit alors :
B = 1−N2b z. (3.6)
En injectant le champ de vitesse associe´ a` la fonction de courant (3.5) et le champ
de densite´ de´fini par (3.6) dans les e´quations de Navier-Stokes sous l’approximation
de Boussinesq, on trouve ainsi le champ de pression associe´ a` un tel e´coulement.
L’e´coulement de´fini par :
U =∇ ∧ (Ψez) = reθ + εr(cos 2θer − sin 2θeθ), (3.7a)
B = 1−N2b z, (3.7b)
P = P0 +
N2b z
2
2
− z + r
2
2
[
Γa − 1− ε2 − ε(Γa − 2) sin 2θ)
]
, (3.7c)
est alors une solution exacte des e´quations de Navier-Stokes sous l’approximation
de Boussinesq. Ce sera pour la suite de l’e´tude notre e´coulement de base.
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3.2.2 Line´arisation
On line´arise les e´quations de Navier–Stokes sous l’approximation de Boussinesq
autour de l’e´coulement de base trouve´ pre´ce´demment (3.7a-c). Les champs perturbe´s
de vitesse, de densite´ et de pression seront de´crits a` partir de maintenant par le
penta-vecteur suivant :
v(r, θ, z, t) = (ur, uθ, uz, ub, up).
Les e´quations line´arise´es peuvent s’e´crire de manie`re compacte comme suit :
(∂tT +M)v = ε
(
e2iθN + e2iθN
)
v + νLv (3.8)
ou`
T =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
 , (3.9)
M =

∂θ −Γa 0 0 ∂r
Γa ∂θ 0 0 ∂θ/r
0 0 ∂θ 1 ∂z
0 0 −N2b ∂θ 0
∂r + 1/r ∂θ/r ∂z 0 0
 , (3.10)
N = 1
2

−(D + 1) 0 0 0 0
−2i −D + 1 0 0 0
0 0 −D 0 0
0 0 0 −D 0
0 0 0 0 0
 , (3.11)
L =

∆− 1/r2 −2∂θ/r2 0 0 0
2∂θ/r2 ∆− 1/r2 0 0 0
0 0 ∆ 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
 , (3.12)
avec
D = r∂r + i∂θ,
et
∆ =
1
r
∂
∂r
(
r
∂
∂r
)
+
1
r2
∂2
∂θ2
+
∂2
∂z2
.
Remarquons que cette version compacte des e´quations line´arise´es, apparaissant ini-
tialement dans les travaux de Moore & Saffman (1975), est particulie`rement e´le´gante
compare´e a` celle utilise´e par Tsa¨ı & Widnall (1976). Cependant, nous ne reprenons
pas les notations de Moore & Saffman (1975), mais nous avons pre´fe´re´ utiliser les
notations de Eloy (2000) bien que dans notre cas les ope´rateurs soient des matrices
5x5, la prise en compte de la stratification dans le proble`me rajoutant une inconnue
supple´mentaire.
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3.2.3 Me´thode de re´solution
Nous utilisons ici une de´composition en modes normaux classique afin d’e´tudier
la stabilite´ line´aire du vortex. On utilise une approche perturbative traditionnelle
en puissance de ε du type :
v = (v0 + εv1)eiωt +O(ε2)
,
ω = ω0 + εω1 +O(ε2).
On injecte ces perturbations, par exemple dans (3.8) avec ν = 0, et on obtient le
syste`me d’e´quations suivant :
(iω0T +M)v0 = 0, (3.13a)
(iω0T +M)v1 = −iω1T v0 + e2iθNv0 + e−2iθNv0. (3.13b)
La re´solution du proble`me (3.13a) nous permet de trouver les modes propres d’os-
cillation du tourbillon non perturbe´. Ces modes propres posse`dent une fre´quence
d’oscillation propre ω0 re´elle. Dans un deuxie`me temps on cherche a` re´soudre le
proble`me (3.13b). L’ide´e la plus naturelle pour re´soudre un tel syste`me serait d’in-
verser l’ope´rateur iω0T +M, mais d’apre`s la re´solution a` l’ordre 0 cet ope´rateur n’est
pas inversible. Fort heureusement, une alternative a` la re´solution de ce proble`me dite
“alternative de Fredholm” s’offre a` nous. De`s lors, pour que le syste`me d’e´quations
(3.13b) soit soluble, il est ne´cessaire que le membre de droite de (3.13b) appartienne
a` l’image de l’ope´rateur iω0T +M. Cette condition ne´cessaire est appele´e condition
de solvabilite´ et permettra de calculer explicitement ω1. Or il n’est pas force´ment
aise´ de trouver les e´le´ments de l’image d’un ope´rateur quelconque, nous utilisons
donc une proprie´te´ inte´ressante des ope´rateurs compactes qui veut que l’image d’un
ope´rateur soit e´gale a` l’orthogonal du noyau de l’ope´rateur adjoint. L’obtention de
ω1 se fera donc simplement en faisant le produit scalaire d’un e´le´ment du noyau de
l’ope´rateur adjoint avec (3.13b).
3.3 Proble`me non de´forme´
Nous nous inte´resserons a` la description du proble`me non de´forme´ ε = 0. Nous
de´crirons dans un premier temps les ondes d’inertie gravite´ solutions du proble`me
non visqueux ν = 0. Puis nous calculerons l’atte´nuation visqueuse de ces modes a`
l’aide d’un formalisme classique de´veloppe´ par Kudlick (1966) et Greenspan (1968).
3.3.1 Description des modes propres
Les modes propres de l’e´coulement complet sont les solutions du proble`me non
visqueux (ν → 0) et non perturbe´ (ε = 0). L’e´coulement de base e´tant pe´riodique
suivant θ et stationnaire, on peut de´composer notre solution en se´rie de Fourier de
la manie`re suivante :
v0(r, θ, z, t) =
∑
m
AmV m(r, z)ei(mθ+ωt) (3.14)
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ou` m(∈ Z) et ω(m, k) repre´sentent respectivement le nombre d’onde azimuthal, le
nombre d’onde axial et la pulsation associe´s au mode propre V m = (Vr, Vθ, Vz, Vb, Vp)m
d’amplitude Am. Le proble`me (3.8) se re´duit donc pour un mode propre (k,m, ω)
a` :
(iωT +Mm)V m = 0 (3.15)
ou`Mm = (Meimθ)e−imθ couple´ des conditions aux limites non visqueuses :
Vr = 0 en r = 1, (3.16a)
Vz = 0 en z = 0, H. (3.16b)
On obtient ainsi a` l’aide de ce syste`me d’e´quation (3.15) une e´quation de Bessel de
premie`re espe`ce pour la pression :
∂2Vp
∂r2
+
1
r
∂Vp
∂r
+
(
− Γ
2
a − λ2m
λ2m −N2b
∂2Vp
∂z2
− m
2
r2
Vp
)
= 0 (3.17)
ou` λ = m+ ω.
On recherche a` pre´sent une solution a` variables se´pare´es de (3.17) sous la forme :
Vp(r, z) = f(r)g(z). (3.18)
En injectant (3.18) dans (3.17) et en utilisant les conditions aux limites pour la
vitesse en z = 0 et z = H, on obtient la solution suivante :
Vp(r, z) = (Γ 2a − λ2)Jm(αr) cos kz (3.19)
ou` Jm et k = qpi/H (q e´tant un entier) repre´sentent respectivement la fonction de
Bessel de premie`re espe`ce et le nombre axial relie´ au nombre radial α par :
α2 = k2
Γ 2a − λ2
λ2 −N2b
. (3.20)
Finalement, la solution du syste`me (3.15) s’e´crit :
V m(r, z) =

− iα2 [(Γa + λ)Jm−1(αr) + (Γa − λ)Jm+1(αr)] cos kz
α
2 [(Γa + λ)Jm−1(αr)− (Γa − λ)Jm+1(αr)] cos kz
− iα2λk Jm(αr) sin kz
−α2N2b
k Jm(αr) sin kz
(Γ 2a − λ2)Jm(αr) cos kz
 . (3.21)
De plus, la relation de dispersion de ces ondes s’obtient a` l’aide de la condition
d’imperme´abilite´ en r = 1, soit :
Vr|r=1 = 0⇔ (Γa + λ)Jm−1(α) + (Γa − λ)Jm+1(α) = 0. (3.22)
Cette e´quation implicite en α doit eˆtre couple´e a` (3.20) que l’on re´e´crit de la manie`re
suivante :
λ2 = Γ 2a
k2
k2 + α2
+N2b
α2
k2 + α2
. (3.23)
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C’est la relation de dispersion des ondes d’inertie gravite´. Notons par ailleurs que
l’existence d’ondes dans le fluide est intimement lie´e au caracte`re hyperbolique de
l’e´quation pour la pression (3.17). Cette condition n’e´tant ve´rifie´e que si α2 > 0, on
peut en de´duire que la pulsation λ = m+ ω de l’onde doit ve´rifie´e :
min(Nb, |Γa|) < |λ| < max(Nb, |Γa|).
Par ailleurs cette e´quation admet une infinite´ de solutions pour α, la relation de
dispersion posse`de donc une infinite´ de branches. Toutes ces branches posse`dent les
meˆmes limites, ainsi :
lim
k→0
λ± = ±Nb et lim
k→+∞
λ± = ±Γa. (3.24)
Les relations de dispersion sont repre´sente´es sur les figures 3.2 et 3.3 ci-dessous.
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Figure 3.2 – Relation de dispersion pour les modes m = −1 (label 1) et m = 1
(label 2) pour les trois premiers nombres d’onde radiaux, i.e. les trois premiers ze´ros
de (3.22). On a trace´ la pulsation λ (pulsation de l’onde dans un repe`re en rotation
avec le fluide) en fonction du nombre de demi longueur d’onde q pour un cylindre
de rayon R = 2.75 cm et de hauteur H = 19 cm. La relation de dispersion a e´te´
trace´e pour Nb = 0.5 et Γa = 2.5.
36 3. Stabilite´ line´aire d’un tourbillon elliptique confine´
0 5 10 15 20 25 30 35 40
−1.5
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
q
λ
λ1
++2
λ1
−+2
λ2
+
λ2
−
Figure 3.3 – Meˆme figure que 3.2 pour Nb = 1.5 et Γa = 0.8.
3.3.2 Correction due a` la viscosite´
Les effets visqueux sont de deux natures :
– Les premiers appele´s surfaciques prennent en compte le caracte`re visqueux du
fluide au niveau des parois du cylindre et sont suppose´s eˆtre localise´s dans une
couche d’e´paisseur O(
√
ν) au niveau des parois. Ils seront d’ordre O(
√
ν).
– Les deuxie`mes appele´s volumiques prennent en compte le caracte`re visqueux
du fluide dans tout le fluide et sont d’ordre O(ν).
On traitera ces effets se´pare´ment.
Atte´nuation surfacique
Nous avons jusqu’a` pre´sent conside´re´ que le fluide e´tait non visqueux, nous avons
obtenu ainsi la relation de dispersion en appliquant une condition d’imperme´abilite´
sur la surface radiale en r = 1. Mais l’e´coulement de base ne ve´rifie pas la condi-
tion d’adhe´rence sur les parois. Ainsi, un e´coulement tangent subsiste sur les parois
du cylindre. On peut re´soudre ce proble`me en supposant que des couches limites
visqueuses d’e´paisseur O(
√
ν) existent proche des parois du cylindre dans lesquelles
les effets visqueux sont e´quilibre´s par le gradient de pression. Il s’en suit qu’un
e´coulement normal a` la paroi d’ordre O(
√
ν) est ge´ne´re´. Le lecteur pourra se re´fe´rer
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aux travaux de Kudlick (1966) et Greenspan (1968) pour les calculs de l’atte´nuation
d’un mode de Kelvin dans le cas d’un cylindre de hauteur finie. Nous utilisons dans
la suite, le meˆme formalisme que celui de´veloppe´ par Kudlick (1966), e´tendu ici au
cas plus ge´ne´ral d’un fluide stratifie´ en rotation.
Nous introduisons une variable ξ (inte´rieure a` la couche limite) :
ξ =
1√
ν
n·(r0 − r). (3.25)
ξ = 0 correspond donc a` la surface du cylindre Σ (r = r0) de normale n alors que
ξ →∞ correspond au coeur du cylindre.
Une difficulte´ intervenant dans le calcul de l’atte´nuation visqueuses des ondes de
Kelvin dans un cylindre vient du fait que sa surface n’est pas continue. En effet la
pre´sence de coins rend le calcul a priori impossible d’ou` l’ide´e de supposer que les
couches limites sont continues et que leur rayon de courbure au niveau des coins est
suffisamment grand (voir Figure 3.4).
Figure 3.4 – Couche limite surfacique visqueuse en vert du cylindre de normale n.
Le cylindre est suppose´ arrondi aux coins afin que la normale n de Σ soit continue
sur le cylindre. La pre´sence des couches limites visqueuses modifie l’e´coulement non
visqueux en induisant une vitesse de pompage d’ordreO(
√
ν) orthogonale a` la couche
limite (v1r et v1z).
Cette hypothe`se permet de rendre compte partiellement de l’effet des coins sur
l’atte´nuation visqueuse des modes propres. Kerswell & Barenghi (1995), dans le cas
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d’un fluide en rotation, montrent ainsi qu’en faisant cette hypothe`se l’atte´nuation
visqueuse est plus re´aliste. On peut ainsi en de´duire que les gradients a` l’inte´rieur
de la couche limite sont beaucoup plus fort dans la direction normale, suivant n.
D’ou` :
∇ = − 1√
ν
∂
∂ξ
n+ n ∧ (∇ ∧ n) ' − 1√
ν
∂
∂ξ
n+O(1). (3.26)
Afin de prendre en compte les effets visqueux dus au confinement, on introduit
le produit scalaire suivant :
〈X|Y 〉 =
∫ 2pi
0
∫ H
0
∫ 1
0
(XrYr +XθYθ +XzYz +
XbYb
N2b
+XpYp)rdrdzdθ. (3.27)
On de´veloppe les perturbations du champ de vitesse, de flottabilite´ et de pression
en puissance de
√
ν de la manie`re suivante :
u = (u0 + u˜0 +
√
ν(u1 + u˜1))eimθ+ωt +O(ν),
b = (b0 + b˜0 +
√
ν(b1 + b˜1))eimθ+ωt +O(ν),
p = (p0 + p˜0 +
√
ν(p1 + p˜1))eimθ+ωt +O(ν),
ou` les tildes font appel a` des fonctions de´finis dans la couche limite et ω = iω0 +√
νsvs. On notera v = (u, b, p) le penta-vecteur. En injectant ces de´veloppement
dans (3.8) avec ε = 0, on obtient :
– a` l’ordre O(1) a` l’exte´rieur de la couche limite :
[iω0T +M]v0 = 0, (3.28a)
u0·n = 0 sur Σ, (3.28b)
– a` l’ordre O(
√
ν) a` l’exte´rieur de la couche limite :
[iω0T +M]v1 = −svsT v0, (3.29)
– a` l’ordre O(1/
√
ν) a` l’inte´rieur de la couche limite :
∂
∂ξ
p˜0 = 0 =⇒ p˜0 = 0, (3.30a)
∂
∂ξ
(n·u˜0) = 0 =⇒ u˜0·n = 0, (3.30b)
– a` l’ordre O(1) a` l’inte´rieur de la couche limite :(
iλ− ∂
2
∂ξ2
)
u˜0 + Γak ∧ u˜0 − n ∂
∂ξ
p˜1 + b˜0k = 0, (3.31a)
iλb˜0 = N2b w˜0, (3.31b)
∂
∂ξ
(n·u˜1) = −n ∧ (n ∧∇)·u˜0 = n·∇ ∧ (n ∧ u˜0), (3.31c)
u0 + u˜0 = 0 sur Σ. (3.31d)
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La solution du proble`me exte´rieur a` l’ordre O(1) est la solution du proble`me non
visqueux confine´ (3.21). Par ailleurs l’expression (3.31c) montre clairement que le
fait de corriger la solution du proble`me non visqueux fait apparaˆıtre un terme de
pompage a` l’ordre O(
√
ν) dans la couche limite. Afin de corriger cet e´cart on impose
alors a` la solution du proble`me exte´rieur a` la couche limite de ve´rifier :
(u1 + u˜1)·n = 0. (3.32)
La condition de solvabilite´ applique´e au proble`me exte´rieur a` l’ordre O(
√
ν) devient :
svs = −
∫
Σ p
∗
0u1·ndΣ
〈v∗0|T v0〉
(3.33)
ou` S est la surface du cylindre de normale n.
On montre alors en utilisant les diffe´rentes conditions aux limites des proble`mes
pre´ce´dents que :∫
Σ
p∗0u1·ndΣ = −
∫
Σ
p∗0u˜1·ndΣ (3.34)
=
∫
Σ
p∗0dΣ
∫ ∞
0
n·∇ ∧ (n ∧ u˜0)dξ (3.35)
= −
∫
Σ
∇p∗0dΣ
∫ ∞
0
u˜0dξ +
∫
Σ
∫ ∞
0
∇ ∧ (p∗0n ∧ u˜0)·ndΣ(3.36)
= −
∫
Σ
∇p∗0dΣ
∫ ∞
0
u˜0dξ (3.37)
ou` l’on a utilise´ les relations (3.32) et (3.31c). La dernie`re inte´grale e´tant obtenue
en appliquant le the´ore`me de la divergence. Dans le cas non stratifie´ le re´sultat de
Wedemeyer (1966) est obtenu avec (3.35) alors que l’estimation de Kudlick (1966)
est obtenue a` l’aide de (3.37). Kerswell & Barenghi (1995) ont compare´ ces deux
formulations avec un calcul nume´rique dans le cas particulier ou` Nb = 0 et Γa = 2.
Ils concluent que l’estimation de Kudlick est plus pertinente et toujours supe´rieure
a` celle de Wedemeyer. Bien que les deux estimations ne prennent a` aucun moment
en compte la pre´sence de coins sur la surface du cylindre, l’hypothe`se de surface
continue e´voque´e plus haut en surestimant la valeur de l’amortissement visqueux
permet donc de rendre compte indirectement des coins.
Ainsi pour calculer l’amortissement visqueux, nous devons simplement d’apre`s
(3.33) et (3.37) calculer u˜0. En projetant l’e´quation (3.30a) sur le plan perpendicu-
laire a` n on obtient l’e´quation diffe´rentielle suivante pour u˜0 :
(
∂2
∂ξ2
− iλ)u˜0 = Γa(k·n)(n ∧ u˜0)− iN
2
b
λ
(u˜0·k)n ∧ (k ∧ n), (3.38a)
u˜0·n = 0. (3.38b)
La surface du cylindre peut eˆtre de´compose´e en trois surfaces. On notera ainsi :
svs = svs|r=1 + svs|z=0 + svs|z=H . (3.39)
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Les contributions des surfaces z = 0 et z = H e´tant identiques on limitera notre
e´tude a` la surface z = H et on remarquera que svs|z=0 = svs|z=H .
Sur la surface radiale r = 1, n = er et la variable inte´rieure s’e´crit donc ξ = 1−r√ν .
Le proble`me (3.38) se re´duit donc a` :
v˜0r = 0, (3.40a)(
∂2
∂ξ2
− iλ
)
v˜0θ = 0, (3.40b)(
∂2
∂ξ2
− iβ
)
v˜0z = 0, (3.40c)
avec β = (λ2 −N2b )/λ, les solutions de ce syste`me d’e´quations sont :
v˜0r = 0, (3.41a)
v˜0θ = −Vθe−ξ
√
iλ, (3.41b)
v˜0z = −Vze−ξ
√
iβ . (3.41c)
Ainsi en utilisant l’expression d’un mode propre (k,m, ω), svs|r=1 s’e´crit simplement :
svs|r=1 = −G
[
m2
√
|λ|(1 + i sgn(λ)) + k
2λ2
β2
√
|β|(1 + i sgn(β))
]
(3.42)
avec
G =
(Γ 2a − λ2)(λ2 −N2b )√
2λ2(Γ 2a −N2b )
(
B − mΓa(λ2−N2b )
λ(Γ 2a−N2b )
) (3.43)
et
B = m2 +
k2λ2
λ2 −N2b
. (3.44)
Sur la surface z = H, n = k et la variable inte´rieure s’e´crit donc ξ = H−z√
ν
. Le
proble`me (3.38) se re´duit donc a` :(
∂2
∂ξ2
− iλ
)
v˜0r = −Γav˜0θ, (3.45a)(
∂2
∂ξ2
− iλ
)
v˜0θ = Γav˜0r, (3.45b)
v˜0z = 0. (3.45c)
Les solutions de ce syste`me d’e´quations sont :
v˜0r = −Vr + iVθ2 e
−ξ
√
i(λ+Γa) − Vr − iVθ
2
e−ξ
√
i(λ−Γa), (3.46a)
v˜0θ = i
Vr + iVθ
2
e−ξ
√
i(λ+Γa) − iVr − iVθ
2
e−ξ
√
i(λ−Γa), (3.46b)
v˜0z = 0. (3.46c)
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Ainsi en utilisant l’expression d’un mode propre (k,m, ω), svs|z=H s’e´crit simple-
ment :
svs|z=H = −
G
2H
[
(1 + isgn(x))
ysgn(x)√|x|
(
B − 2mλ
y
)
+(1− isgn(y))xsgn(y)√|y|
(
B − 2mλ
x
)]
(3.47)
avec x = Γa + λ, y = Γa − λ et G et B de´finis respectivement en (3.43) et (3.44).
Finalement le taux d’atte´nuation visqueuse, duˆ aux effets surfaciques, d’un mode
propre (k,m, ω) de l’e´coulement s’e´crit :
svs = svs|r=1 + 2svs|z=H . (3.48)
Finalement, il ne nous a pas e´te´ possible d’exprimer u˜0 en fonction de u0 et ainsi
d’avoir une expression compacte de l’atte´nuation surfacique visqueuse dans le cas
ge´ne´ral, contrairement au cas non stratifie´ (Nb = 0) ou` on peut en obtenir une
expression exacte (voir formule 2.9.13 dans Greenspan, 1968).
Atte´nuation volumique
En de´veloppant maintenant le penta-vecteur et la fre´quence en puissance de ν
de la manie`re suivante :
v = (v0 + νv1)eimθ+ωt +O(ν2), (3.49a)
ω = iω0 + νsvv, (3.49b)
et en injectant ce de´veloppement dans (3.8) avec ε = 0, on obtient :
– a` l’ordre O(1) :
[iω0T +M]v0 = 0, (3.50)
– a` l’ordre O(ν) :
[iω0T +M]v1 = −svvT v0 +Lv0. (3.51)
On trouve alors le terme d’atte´nuation visqueuse volumique en appliquant la condi-
tion de solvabilite´ avec le produit scalaire (3.27), ainsi :
svv =
〈v∗0|Lv0〉
〈v∗0|T v0〉
. (3.52)
En utilisant l’expression des modes propres on peut montrer que pour un mode
(m, k, ω), svv s’e´crit simplement :
svv = −(α2 + k2)
1− N2b (Γ 2a − λ2)
2λ2(Γ 2a −N2b )
B
B − mΓa(λ2−N2b )
λ(Γ 2a−N2b )
 (3.53)
ou` on rappelle que B = m2 + k
2λ2
λ2−N2b
. On remarque que pour cette distribution de
vorticite´, le terme d’atte´nuation volumique svv est e´gal a` −(α2+k2) dans le cas non
stratifie´. Par ailleurs en pre´sence de stratification, le terme d’atte´nuation volumique
est alors modifie´. Par exemple, pour le cas a` vorticite´ absolue nulle (Γa = 0), on a
svv = −(α2+k2)/2. La figure 3.5 montre que la de´pendance de svv a` la stratification
et la rotation est relativement faible mais non ne´gligeable.
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Figure 3.5 – Iso valeurs de |svv|/(α2 + k2).
3.3.3 Bilan
Il apparaˆıt que les ondes de gravite´ internes sont amorties par la pre´sence de
parois et par la viscosite´ intrinse`que du fluide. Un mode propre (m, k, ω) sera donc
atte´nue´ au taux sv :
sv =
√
νsvs + νsvv. (3.54)
On peut raisonnablement se demander dans quelle mesure le terme d’atte´nuation
volumique svv est pertinent dans cette expression du fait qu’il soit a` l’ordre O(ν).
Eloy (2000) a montre´ que dans la limite des grands nombres d’ondes axiaux k leur
pre´sence e´tait justifie´e.
Notons finalement que le taux d’atte´nuation visqueuse surfacique admet une
partie imaginaire non nulle ce qui a pour effet de de´caler le´ge`rement le point de
re´sonance (effet de detuning).
3.4 Re´sonance d’ondes gravito-inertielles
Nous e´tudions maintenant l’effet de la de´formation elliptique des lignes de cou-
rant sur la dynamique du tourbillon de´crit pre´ce´demment.
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3.4.1 Conditions de re´sonance
Moore & Saffman (1975) et Tsa¨ı & Widnall (1976)de´montrent que deux ondes
he´lico¨ıdales de nombres azimuthaux respectifs m = 1 et m = −1 peuvent re´sonner
avec le champ d’e´tirement elliptique et ainsi croˆıtrent exponentiellement si leurs
nombres d’ondes axiaux sont suffisamment proches et si les ondes sont station-
naires. Waleffe (1989) ge´ne´ralise ce me´canisme d’instabilite´ en montrant que deux
ondes (m1, k1, ω1) et (m2, k2, ω2) peuvent re´sonner si leurs nombres d’onde axiaux
et azimuthaux et leurs pulsations propres ve´rifient :
k1 = k2 , m2 −m1 = 2 et ω1 = ω2. (3.55)
La condition de re´sonance en terme de λ s’e´crit alors :
λ2 = λ1 + 2. (3.56)
Il de´crit alors l’instabilite´ elliptique comme une re´sonance triadique entre les deux
ondes (k1,m1, ω1) et (k2,m2, ω2) et l’onde stationnaire (0, 2, 0). Nous analyserons
cette condition de re´sonance en regardant les croisements de branches de la relation
de dispersion. De plus comme l’ont explique´ Waleffe (1990) et Eloy (2000), les ondes
susceptibles de croˆıtre le plus rapidement sont celles ayant des structures radiales
les plus proches. Nous reprendrons la meˆme terminologie que Eloy en parlant de
re´sonance (m1,m2, i) pour de´crire la re´sonance entre deux ondes (k1,m1, ω1) et
(k2,m2, ω2) ayant des nombres d’ondes radiaux proches tels que α1 ∼ α2. Le i
correspond a` la i-e`me racine de l’e´quation (3.22) et caracte´rise la complexite´ de
la structure radiale. On notera par la suite (k0, ω0) le point de re´sonance, c’est a`
dire le point de croisement des branches de la relation de dispersion. Afin de faire
apparaˆıtre le taux de croissance on de´veloppe la pulsation en puissance de ε :
iω = iω0 + εσ1. (3.57)
La perturbation a` l’ordre dominant sera donc la superposition de deux modes
propres du proble`me non visqueux (m1, k1, ω1) et (m2, k2, ω2) ve´rifiant la condition
de re´sonance :
v0(r, θ, z, t) =
[
A1V 1(r, z)eim1θ +A2V 2(r, z)eim2θ
]
eiω0t+εσ1t (3.58)
ou` V 1 correspond au mode propre de nombre d’onde azimuthal m1. En injectant
(3.58) dans le syste`me d’e´quations line´arise´es de base de notre proble`me (3.8), on
peut admettre que la perturbation a` l’ordre suivant O(ε) s’e´crit :
v1(r, θ, z, t) =
[
v11(r, z)eim1θ + v12(r, z)eim2θ
+ v13(r, z)ei(m1−2)θ + v14(r, z)ei(m2+2)θ
]
eiω0t. (3.59)
3.4.2 Taux de croissance non visqueux
Les e´quations pour v11 et v12 s’e´crivent simplement :
(iω0T +Mm1)v11 = −A1σ1T V 1 +A2Nm2V 2, (3.60a)
(iω0T +Mm2)v12 = −A2σ1T V 2 +A1Nm1V 1, (3.60b)
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ou` on rappelle que Mm1 = (Meim1θ)e−im1θ. Les e´quations pour v13 et v14 ont
des solutions uniques et non triviales et n’apportent donc pas d’informations sur le
terme correctif en fre´quence ω1 (Saffman, 1992, Chapitre 12.3). Elles ne seront donc
pas traite´es dans la suite de l’analyse.
En appliquant la condition de solvabilite´ en utilisant le produit scalaire de´fini
par (3.27), on obtient le syste`me d’e´quations suivantes pour A1 et A2 :∫
Σ
V ∗1pu11·ndΣ = −A1σ1T 1|1 +A2N 1|2, (3.61a)∫
Σ
V ∗2pu12·ndΣ = −A2σ1T 2|2 +A1N 2|1, (3.61b)
ou` N 2|1 = 〈V ∗2|Nm1V 1〉 (V ∗2 e´tant une solution du proble`me adjoint a` l’ordre 0).
On peut montrer que les termes de conditions aux limites (terme de gauches des
e´quations pre´ce´dentes) peuvent s’e´crire de la manie`re suivante :∫
Σ
V ∗1pu11·ndΣ = A2I1, (3.62a)∫
Σ
V ∗2pu12·ndΣ = A1I2, (3.62b)
ou` I1 et I2 sont explicite´s plus loin. Le syste`me (3.61) avec (3.62) n’admet des
solutions non nulles que si son de´terminant s’annule, on obtient alors un polynoˆme
du second degre´ en σ1 :
σ21 =
(N 1|2 − I1)(N 2|1 − I2)
T 1|1T 2|2
. (3.63)
Seuls les termes de couplage N 2|1 et N 1|2 n’ont pu eˆtre simplifie´s analytiquement
et ne´cessite un traitement informatique dans le cas ge´ne´ral. Nous verrons plus tard
que pour la re´sonance particulie`re (−1, 1, i) tous les termes peuvent eˆtre calcule´s
explicitement. Finalement les termes dus aux conditions aux limites sont calcule´s
explicitement par la suite et les termes T m|m s’e´crivent en fonction des parame`tres
du proble`me pour un mode (m, k, ω) :
T j|j = piH
(Γ 2a − λ2j )(Γ 2a −N2b )
λ2j −N2b
[
Jmj (α)
]2 [
m2j +
k2λ2j
λ2j −N2b
− mjΓa(λ
2
j −N2b )
λj(Γ 2a −N2b )
]
.
Le roˆle antagoniste de la stratification et de la rotation sur la stabilite´ d’un
tourbillon de vorticite´ uniforme de´forme´ elliptiquement est bien mis en e´vidence par
la figure 3.6. On rappelle que les anticyclones sont de´finis tels que Γa < 2 et les
cyclones tels que Γa > 2. Ainsi on remarque , d’apre`s la figure 3.6, que :
– Seuls les anticyclones tels que |Γa| < 1 sont stables pour des faibles stratifica-
tions, i.e. Nb < 1.
– Seuls les anticyclones tels que |Γa| < 1 sont instables si la stratification est
forte, i.e. Nb > 1.
3.4 Re´sonance d’ondes gravito-inertielles 45
Figure 3.6 – Isovaleurs du taux de croissance (σ = εσ1) non visqueux de la
re´sonance (−1, 1, 1) projete´es dans le plan (Γa, Nb). Le calcul a e´te´ re´alise´ pour un
cylindre de rayon R = 2.75 cm, de hauteur H = 19 cm et d’excentricite´ ε = 0.085,
la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ e´tant e´gale a` N = 2.9 rad/s.
– Les tourbillons les plus instables sont situe´s au voisinage de Γa = 1 aussi
bien pour les fortes que les faibles stratifications. On remarque, d’apre`s (3.20),
que les nombres d’onde tendent vers l’infini lorsque Γ → 1. Ces re´sonances,
qui sont les plus dangereuses, auront donc tendance a` eˆtre amorties par la
viscosite´.
3.4.3 Correction due a` l’ellipticite´
L’e´quation de la paroi elliptique Σ est de´crite par Ψ = −12 d’ou` :
r = (1− ε sin 2θ)−1/2. (3.64)
Ainsi on peut supposer en premie`re approximation lorsque ε¿ 1 que l’e´quation de
la paroi Σ s’e´crit :
F (r, θ) := r − 1− ε sin 2θ/2 = 0. (3.65)
On peut alors calculer la normale a` cette paroi qui s’e´crit alors simplement :
n|Σ =
∇F
||∇F || = er − ε cos 2θeθ +O(ε
2). (3.66)
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En effectuant un de´veloppement perturbatif du champ de vitesse du type :
u = u0 + εu1 +O(ε2), (3.67)
la condition d’imperme´abilite´ sur la paroi Σ devient alors :
u · n|Σ = 0⇔ u0r|Σ + ε
(
u1r|r=1 − ε cos 2θu0θ|r=1
)
= 0. (3.68)
En remarquant que
u0r|Σ = u0r|r=1 + (r − 1)
∂u0r
∂r |r=1
= u0r|r=1 +
ε
2
sin 2θ
∂u0r
∂r |r=1
, (3.69)
et en l’injectant dans (3.68), la condition d’imperme´abilite´ se re´duit aux deux pre-
miers ordres a` :
u0r|r=1 = 0, (3.70a)
u1r|r=1 = cos 2θu0θ|r=1 −
sin 2θ
2
∂u0r
∂r |r=1
. (3.70b)
On re´e´crit v1r|r=1 sous la forme :
u1r|r=1 =
e2iθ
2
(
u0θ|r=1 +
i
2
∂u0r
∂r |r=1
)
+
e−2iθ
2
(
u0θ|r=1 −
i
2
∂u0r
∂r |r=1
)
. (3.71)
En injectant (3.58) dans l’e´quation pre´ce´dente on trouve ainsi :
u11r =
A2
2
(
V2θ +
i
2
∂V2r
∂r
)
, (3.72a)
u12r =
A1
2
(
V1θ − i2
∂V1r
∂r
)
. (3.72b)
On obtient alors :∫
Σ
V ∗1pu11·ndΣ = V ∗1p
A2
2
(
V2θ +
i
2
∂V2r
∂r
)
, (3.73a)∫
S
V ∗2pu12·ndΣ = V ∗2p
A1
2
(
V1θ − i2
∂V1r
∂r
)
. (3.73b)
En identifiant avec (3.62) et en utilisant l’expression des modes propres (3.21), on
obtient donc une expression analytique en fonction des diffe´rents parame`tres du
proble`me, soit :
I1 = piH
(Γ 2a − λ21)(Γ 2a − λ22)
4λ2
Jm1(α1)Jm2(α2)
[
m1m2 +
k2λ22
λ22 −N2b
]
, (3.74a)
I2 = −piH (Γ
2
a − λ21)(Γ 2a − λ22)
4λ1
Jm1(α1)Jm2(α2)
[
m1m2 +
k2λ21
λ21 −N2b
]
. (3.74b)
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3.4.4 Expression ge´ne´rale du taux de croissance
Afin de prendre en compte l’atte´nuation des modes propres due aux effets vis-
queux dans l’expression du taux de croissance (d’ordre O(ε)) nous supposons que
l’e´paisseur des couches limites est du meˆme ordre que la de´formation des lignes de
courant, a` savoir ν = O(ε2). On introduit alors ν2 = O(1) tel que :
ν2 =
ν
ε2
.
Il convient de remarquer que le calcul des effets visqueux surfaciques a e´te´ effectue´
dans un cylindre non de´forme´ et non dans un cylindre elliptique. La raison principale
de cette approximation e´tant que les modes propres de l’e´coulement conside´re´ sont
les solutions du proble`me non de´forme´ et non visqueux.
On de´veloppe k(= qpi/H) en puissance de ε afin de prendre en compte les effets
dus au confinement, d’un le´ger de´calage au point de re´sonance dans l’expression du
taux de croissance, soit :
k = k0 + εk1. (3.75)
Les e´quations pour v11 et v12 s’e´crivent simplement :
(−iω0T +Mm1)v11 = −A1σ1T V 1 +A1εν2Lm1V 1 +A2Nm2V 2 − k1QV 1,
(3.76a)
(−iω0T +Mm2)v12 = −A2σ1T V 2 +A2εν2Lm2V 2 +A1Nm1V 1 − k1QV 2,
(3.76b)
ou` on rappelle queMm1 = (Meim1θ)e−im1θ et la matrice Q s’e´crit :
Q =

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ∂z/k0
0 0 0 0 0
0 0 ∂z/k0 0 0
 . (3.77)
Les effets visqueux volumiques sont conserve´s bien qu’ils apparaissent a` l’ordre ε
dans les e´quations (3.76). Mais comme e´voque´ par Eloy (2000) dans la limite de
grand nombre d’onde (tels que k0 = O(ν−1/4)) leur pre´sence peut eˆtre de´montre´e.
En appliquant la condition de solvabilite´, on obtient le syste`me d’e´quations sui-
vantes pour A1 et A2 :
A2I1 +
√
ν2svs1T 1|1 = −A1σ1T 1|1 +A1εν2svv1T 1|1 +A2N 1|2 − k1Q1|1, (3.78a)
A1I2 +
√
ν2svs2T 2|2 = −A2σ1T 2|2 +A2εν2svv2T 2|2 +A1N 2|1 − k1Q2|2. (3.78b)
Ce syste`me n’admet des solutions non nulles que si son de´terminant s’annule on
obtient alors un polynoˆme du second degre´ en σ1. La solution s’e´crit :
σ1 =
(K1 +K2)±
√
(K1 −K2)2 + 4σ2nv)
2
(3.79)
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ou` σnv le taux de croissance non visqueux est de´fini par (3.63) et les Kj (pour
j = 1, 2) sont de´finis par :
Kj = εν2svvj −√ν2svsj − k1
Qj|j
T j|j
. (3.80)
Seul le produit scalaire Qj|j pour un mode (m, k, ω) n’a jusqu’a` pre´sent pas e´te´
explicite´, apre`s calculs on obtient ainsi :
Qj|j = −piH
(Γ 2a − λ2j )2
kλj
[
Jmj (α)
]2 [
m2j +
k2λ2j
λ2j −N2b
]
. (3.81)
Finalement, il conviendra dans le cas ge´ne´ral, afin de calculer le taux de croissance,
de proce´der de la manie`re suivante (a` Nb, H et Γa fixe´s) :
– Trouver les points de re´sonance en cherchant les points de croisement des
courbes de la relation de dispersion. On obtient donc, pour la re´sonance de
deux ondes de nombres azimuthaux m1 et m2 (tels que m2 = m1+2), le point
de re´sonance (k0, ω0) dans le plan (k, λ), le detuning ∆k = k − k0 et les deux
nombres d’ondes radiaux α1 et α2.
– Inte´grer nume´riquement les termes de couplages N 2|1 et N 1|2 aux points de
re´sonance.
– Calculer enfin le taux de croissance a` l’aide de (3.79).
Cette proce´dure est donc a` effectuer pour chaque valeur de Nb et de Γa dans le but
d’obtenir des cartes d’instabilite´s dans le plan (Nb, Γa), pour un rapport d’aspect
H et un couple (m1,m2) donne´s. Ce calcul couˆte e´norme´ment en temps de calcul
dans le cas ge´ne´ral. Mais on a remarque´ que dans la re´gion de fortes stratification la
re´sonance principale e´tait toujours la re´sonance (−1, 1, 1). Cette remarque est, par
ailleurs, ve´rifie´e aussi dans la re´gion de faible stratification au voisinage de Γa = 1.
Nous avons donc porte´ notre attention sur cette re´sonance. En revanche dans la
re´gion de faible stratification d’autres re´sonances sont possibles et la se´lection des
modes peut aussi bien se faire en modifiant le rapport d’aspect du cylindre comme
l’a souligne´ Eloy (2000).
3.5 Conclusion
L’utilisation d’un formalisme plus traditionnel en modes propres a permis de
de´gager de nombreux re´sultats que la the´orie des courtes longueurs d’onde filtrait.
Tout d’abord la the´orie des courtes longueurs d’onde ne prend pas en compte
les effets de confinement et les effets visqueux. Comme son nom l’indique elle ne
s’inte´resse, a fortiori, qu’a` de courtes longueurs d’onde. Or l’instabilite´ elliptique peut
faire re´sonner des grandes longueurs d’onde. Graˆce aux outils de´veloppe´s dans ce cha-
pitre, nous pouvons avoir acce`s a` la structure interne des modes re´sonants, leurs pul-
sations ainsi que leurs longueurs d’onde. Nous verrons, dans la partie expe´rimentale,
que ces conside´rations the´oriques sont en bon accord avec les expe´riences re´alise´es.
Cependant un point important n’a pu eˆtre de´gage´ avec ce formalisme contrai-
rement a` la the´orie des courtes longueurs d’ondes ; l’effet d’une excentricite´ plus
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importante. En effet on a vu au chapitre 2 (cf Figures 2.5 et 2.6) que de fortes
de´formations de tourbillons modifiaient de manie`re conse´quente les zones de sta-
bilite´ et d’instabilite´. Or tout le formalisme de´veloppe´ au cours de ce chapitre est
incapable de reproduire cette physique. En effet toute l’analyse de stabilite´ est base´e
sur la re´sonance de deux ondes gravito inertielles ve´rifiant les conditions (3.55). Or
comme nous l’avons montre´ ces re´sonances n’existent que dans les re´gions du plan
Γa, Nb) ve´rifiant :
|Γa| > 1 et Nb < 1 ou |Γa| < 1 et Nb > 1. (3.82)
On voit bien qu’en dehors de ces re´gions, bien qu’en certains endroits des ondes
d’inertie gravite´ puissent exister elles ne peuvent pas re´sonner, i.e. les branches de la
relation de dispersion ne peuvent se croiser. Nous aurons sans doute, un biais relatif
vis a` vis de la mesure des seuils d’instabilite´s dans le plan (Γa, Nb).
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Chapitre 4
La re´sonance (−1, 1, 1) et son
observation expe´rimentale
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La mise en place d’une expe´rience relative a` une the´orie fait apparaˆıtre de
nombreuses difficulte´s. La base de toute e´tude d’instabilite´ line´aire repose sur l’hy-
pothe`se d’un e´coulement de base bien de´fini. Or la difficulte´ principale du travail
expe´rimental repose sur la mise en place de cet e´coulement the´orique.
Ce chapitre est organise´ de la manie`re suivante. Dans un premier temps nous
de´crivons the´oriquement la re´sonance (−1, 1, 1). Puis apre`s avoir de´crit le protocole
expe´rimental nous confrontons ces pre´visions aux observations. Finalement nous
disutons ces re´sultats et plus particulie`rement le cas particulier a` vorticite´ absolue
nulle qui fit l’objet d’une expe´rience particulie`re au LADHYX.
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4.1 Description the´orique
4.1.1 Taux de croissance
Le cas particulier de la re´sonance (−1, 1, i) est inte´ressant dans la mesure ou` le
taux de croissance σ1 peut eˆtre calculer de manie`re comple`tement explicite. Tout
d’abord du fait de leur syme´trie ces modes ne peuvent re´sonner que si leur pulsation
est nulle (Moore & Saffman, 1975). Par ailleurs, les termes de couplage (N 2|1 et
N 1|2) peuvent eˆtre calcule´s explicitement. On montre ainsi que pour la re´sonance
(−1, 1, i) ces termes se re´duisent simplement a` :
N 2|1 =N 1|2 = −piHα
2
iΓa(Γa + 1)
2
[J1(αi)]
2 . (4.1)
Ainsi le taux de croissance non visqueux σnv peut s’e´crire :
σnv =
∣∣∣∣ (N2b − 1)(Γa + 1)2(α2i + (Γa − 1)2)4(Γa − 1)2(1 + Γa)(N2b + Γa) + 4(Γ 2a −N2b )α2i
∣∣∣∣ . (4.2)
On peut alors retrouver un grand nombre de re´sultats, de´ja` e´tablis, concernant le
taux de croissance de l’instabilite´ elliptique dans un fluide stratifie´ en rotation ; ils
sont re´sume´s dans le tableau 4.1.
Hypothe`ses Re´sultats Articles
H fini, Nb = 0, Γa = 2 σnv =
9
16 + 8
(1+α2i )
ε Waleffe (1989)
H infini, Γa = 2 σnv =
9
4
(
1−N2b
4−N2b
)
ε Miyazaki & Fukumoto (1992)
H infini, Nb = 0 σnv =
1
4
(
1 +
1
Γa
)2
ε Le Dize`s (2000)
H infini σnv =
∣∣∣∣(N2b − 1)(1 + Γa)24(N2b − Γ 2a )
∣∣∣∣ ε Kerswell (2002)
Table 4.1 – Expressions du taux de croissance non visqueux de l’instabilite´ elliptique
obtenues a` l’aide de 4.2.
Du fait des syme´tries, on peut par ailleurs montrer que les diffe´rents ope´rateurs
intervenant dans l’expression du taux de croissance (3.79) ve´rifient :
T 1|1 = T 2|2,
L1|1 = L2|2,
Q1|1 = −Q2|2,
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N 2|1 =N 1|2,
I1 = I2,
Q1|1 = −Q2|2,
Re(J1) = Re(J2),
Im(J1) = −Im(J2).
L’expression du taux de croissance ge´ne´ral σ = εσ1 dans ce cas particulier se simplifie
donc en :
σ =
√
ε2σ2nv −
(
1√
ν
Im(J2)
T 2|2
+∆k
Q2|2
T 2|2
)2
− 1√
ν
Re(J2)
T 2|2
+
1
ν
L2|2
T 2|2
(4.3)
avec ∆k = k − k0 l’e´cart au point de re´sonance d’ordre O(ε).
4.1.2 Re´sultats
Deux repre´sentations sont possibles. Soit le nombre de Reynolds, base´ sur la
vitesse Ωc et le rayon R du cylindre, est fixe´ et donc la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ N
varie comme Nb, soit la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ N est fixe et le nombre de
Reynolds varie alors comme 1/Nb. Nous avons choisi d’utiliser dans notre e´tude la
deuxie`me repre´sentation pour comparer les re´sultats expe´rimentaux et the´oriques
du fait que pour une expe´rience donne´e la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ N est fixe´e
une bonne fois pour toute. Les figures 4.1 montrent bien l’influence de chaque terme
sur l’instabilite´ elliptique. Il apparaˆıt alors que le taux de croissance de l’instabilite´
est fortement modifie´ par le confinement et les effets visqueux. Ainsi :
– La figure 4.1(b) montre bien l’influence du confinement. La condition d’im-
perme´abilite´ sur les surfaces z = 0,H entraˆıne que le nombre d’onde axial est
alors discre´tise´. Ainsi la relation de dispersion est discre´tise´ et pour un couple
(Γa, Nb) fixe´ le croisement des branches ne se fait pas toujours aux diffe´rents
nombres d’onde axiaux permis. Il s’en suit que dans certaines re´gions le detu-
ning est tellement fort qu’il atte´nue comple`tement la re´sonance. On remarque
de plus que cet effet est beaucoup plus important pour les re´gions de faibles
stratifications.
– Dans la figure 4.1(c) on a pris en compte cette fois les effets visqueux volu-
miques. Comme nous l’avons remarque´ pre´ce´demment, il est pertinent de les
prendre en compte si les nombres d’onde sont tre`s grand. C’est ce qu’on re-
marque car la principale modification provient de la re´gion proche de Γ = 1,
ou` les nombres d’onde tendent vers l’infini. Cet effet est ici plus important dans
la re´gion de forte stratification, la raison e´tant que le nombre de Reynolds y
est faible, alors qu’il tend vers l’infini lorsque Nb tend vers 0.
– Finalement la prise en compte des effets visqueux surfaciques vient atte´nuer le
taux de croissance de manie`re drastique dans la re´gion de forte stratification
aussi bien que dans la re´gion des forts anticyclones en faiblement stratifie´.
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Figure 4.1 – Isovaleurs du taux de croissance ge´ne´ral pour la re´sonance (−1, 1, 1)
pour une hauteur de cylindre H = 19 cm un excentricite´ ε = 0.179 et une fre´quence
de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ N = 2.8 rad/s. La figure (a) repre´sente le taux de croissance non
visqueux, la figure (b) prend en compte les effets de confinement pour un e´coulement
de fluide non visqueux, la figure (c) prend en compte l’atte´nuation visqueuse volu-
mique et enfin la figure (d) prend tous les effets en compte.
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Le principal de´faut de cette repre´sentation est clairement le fait que le nombre de
Reynolds tende vers l’infini au voisinage de Nb = 0 et donc que les effets visqueux
ne sont quasiment pas pris en compte dans cette re´gion. La figure 4.2 quant a` elle a
e´te´ trace´e a` nombre de Reynolds constant. On voit alors que tous les anticylones tels
que Γa < −1 sont stables. Par contre pour la re´gion fortement stratifie´ il existe une
fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ limite suivant le fluide conside´re´. La ligne noire pour
laquelle la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ N = 3.2 rad/s correspond a` la fre´quence
maximale que l’on peut obtenir avec de l’eau sale´e pour une hauteur H = 19 cm.
Figure 4.2 – Iso valeurs du taux de croissance ge´ne´ral pour la re´sonance (−1, 1, 1)
pour une hauteur de cylindre H = 19 cm un excentricite´ ε = 0.179 et un nombre de
Reynolds Re = 950. La ligne noire pour laquelle la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ N =
3.2 rad/s correspond a` la fre´quence maximale que l’on peut obtenir avec de l’eau
sale´e pour cette hauteur de cylindre.
4.2 E´tude expe´rimentale
4.2.1 Protocole expe´rimental
L’expe´rience re´alise´e a` l’IRPHE reprend celle re´alise´e par Eloy (2000) que l’on
a mise sur une table tournante (voir aussi Le Bars et al., 2007). L’expe´rience est
constitue´e d’un cylindre de´formable de rayonR = 2.75cm entraˆıne´ par un moteur a` la
vitesse angulaire ΩC et de´forme´ elliptiquement par deux rouleaux fixes, le tout e´tant
4.2 E´tude expe´rimentale 57
Figure 4.3 – (a) Dessin et (b) photo du dispositif expe´rimental.
solidaire d’une table tournante tournant a` la vitesse angulaire ΩT (cf. Figure 4.3).
Le cylindre est rempli d’une solution d’eau sale´e et stratifie´e en densite´ line´airement
suivant la verticale par la me´thode des deux bacs (de´crite dans la section suivante).
La variation des diffe´rents parame`tres de l’expe´rience est synthe´tise´e dans le tableau
1 :
Parame`tres Valeurs
H 18− 19cm
Nb 0− 4.4rad/s
ΩC 1− 10rad/s
ΩT 0− 2rad/s
ε 0.085 ou 0.179
La visualisation de l’e´coulement se fait a` l’aide de particules anisotrope, des parti-
cules de Kalliroscope dans notre e´tude, qui re´fle´chissent la lumie`re dans le plan de
la came´ra si elles sont oriente´es a` 45˚ du plan de lumie`re.
4.2.2 Mise en place du gradient
Le choix de me´thode pour mettre en place le gradient de densite´ est intimement
lie´ aux contraintes impose´es par les diffe´rents parame`tres expe´rimentaux. Dans la
mesure ou` nous cherchons a` faire re´sonner des ondes gravito inertielles dans un
re´gime de forte stratification nous devons faire en sorte que le gradient obtenu soit
maximum. Par ailleurs compte tenu des dimensions du cylindre les volumes d’eau
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mis en jeu sont tre`s faibles (n’exce´dant pas 1 litre) ce qui implique que les syste`mes
commune´ment utilise´s pour fabriquer des gradients de densite´ via un syste`me de
pompes paraissent a` la fois trop couˆteux et suˆrement peu pre´cis. Une autre contrainte
tient a` la faible dure´e de vie des expe´riences, d’ou` le besoin de pouvoir former
des gradients rapidement avec une bonne pre´cision. Nous avons donc opte´ pour un
syste`me a` deux bacs en vase communiquant ou` le remplissage se fait par simple
gravite´.
Me´thode des deux bacs
La me´thode des deux bacs (”two tank method”) mise au point par Fortuin
(1960) et e´tudie´e en de´tail par O¨ster (1965), ou plus re´cemment Hill (2002), permet
d’obtenir un gradient line´aire en densite´ suivant la verticale.
Figure 4.4 – Me´thode des deux bacs. Le bac A est rempli d’une solution d’eau sale´e
a` saturation de densite´ ρA = 1.2g/cm3 alors que le bac B est replie d’eau pure a`
l’instant initial.
Deux me´thodes sont couramment utilise´es pour remplir le cylindre. On peut
effectuer soit le remplissage par le haut (utilisation d’un mate´riau poreux qui monte
au fur et a` mesure du remplissage) ou par le bas. Compte tenu des dimensions du
cylindre la me´thode par le bas a e´te´ retenue. A l’instant initial on ouvre les vannes
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du bac B et le me´lange dans le bac B se fait a` l’aide d’un agitateur magne´tique. Si
on suppose que A et B sont a` l’e´quilibre hydrostatique a` l’instant initial alors :
ρAhA0 = ρB0hB0
Les deux bacs e´tant en vase communiquant le rapport de leurs hauteurs est constant
au cours du temps, on en de´duit alors que leurs volumes sont relie´s par :
VA(t) =
SAρB0
SBρA
VB(t). (4.4)
En remarquant que le volume se conserve du fait des faibles variations de densite´
de l’eau, on peut alors e´crire, en utilisant (4.4), l’e´quation d’e´volution de la hauteur
hc, soit :
SC
dhC
dt
= − d
dt
(VA + VB) = −(1 +K)dVB
dt
(4.5)
ou` K = ρB0SAρASB .
La conservation de la masse et du volume (justifie´ par les faibles e´carts de den-
site´s) dans le bac B s’e´crivent respectivement :
d
dt
(ρbVB) = ρAQE − ρBQS , (4.6)
dVB
dt
= QE −QS , (4.7)
ou` QE et QS repre´sentent respectivement les de´bits en entre´e et en sortie du bac B.
En utilisant (4.6), (4.7) et QE = −dVA/dt on obtient :
1
(ρA − ρB)
d(ρA − ρB)
dt
= K
1
VB
dVB
dt
, (4.8)
qui a pour solution :
VB(t) = VB0
(
ρA − ρB(t)
ρA − ρB0
)1/K
. (4.9)
En injectant (4.9) dans (4.5) et en inte´grant on obtient la loi d’e´volution de hc en
fonction de ρB a` savoir :
hC(t) = K1(ρB(t)− ρA)1/K +K2 (4.10)
ou` K1 = − (1+K)VB0Sc(ρA−ρB0)1/K et K2 =
(1+K)VB0
SC
sont deux constantes.
Ce re´sultat indique ainsi qu’en changeant la valeur de K (proportionnel au rap-
port des surfaces), on peut construire une multitude de gradients. Pour obtenir un
gradient line´aire il suffira ainsi que K = 1. Pour obtenir un gradient quadratique il
suffit que K = 1/2.
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Limites expe´rimentales
Malheureusement en pratique le gradient ne peut jamais eˆtre comple`tement
line´aire et maximum. En effet :
– Comme pre´cise´ pre´ce´demment l’ide´al pour construire un gradient line´aire de
densite´ avec cette me´thode des deux bacs en vase communicants serait de
pouvoir re´gler les diffe´rentes surfaces des bacs de sorte que SAρB0 = SBρA. Il
suffirait de re´gler les volumes d’eau dans les deux bacs de sorte qu’ils soient en
e´quilibre hydrostatique et le tour serait joue´. Dans la pratique il apparaˆıt
difficile de pouvoir re´gler les surface des bacs. Ainsi dans nos expe´riences
les surfaces e´taient identiques de sorte que si l’on se place a` l’instant initial
a` l’e´quilibre hydrostatique on ne peut construire the´oriquement de gradient
line´aire. Il convient alors de mettre le meˆme volume d’eau dans les deux bacs
et d’ouvrir simultane´ment a` l’instant initial les sorties des bacs A et B ce
qui est impossible en pratique donc de l’eau sale´e a` saturation entre toujours
au de´but dans le bac d’eau pure. Le gradient maximum ne pourra alors eˆtre
obtenu.
– Bien que n’apparaissant explicitement pas dans le calcul the´orique, on doit
surveiller aussi le de´bit de sortie du bac B afin qu’il soit suffisamment faible
pour que le me´lange puisse se faire correctement. Ainsi si le de´bit est trop
rapide le me´lange n’a pas le temps de s’effectuer dans le bac B et le gradient
sera trop faible.
– Vers la fin les volumes d’eau e´tant trop faibles il y a syste´matiquement des
proble`mes d’e´coulement entre les deux bacs donc afin de pallier a` ce proble`me
nous devons prendre des volumes d’eau supe´rieurs a` ce pre´vu ce qui affaiblit
de surcroˆıt le gradient et donc la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨.
A la lumie`re de ces diffe´rentes remarques le gradient maximum que l’on aurait
the´oriquement n’est jamais obtenu ce que l’on a pu ve´rifie´ expe´rimentalement. On
a ainsi pu observe´ un e´cart de l’ordre de 20% a` 30% par rapport a` la the´orie.
Un autre proble`me caracte´ristique des expe´riences de´crites dans ce chapitre pro-
vient de la mesure expe´rimentale de la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨. En effet le
diame`tre et la hauteur des cylindres utilise´s n’exce´dant pas respectivement 10cm
et 30cm, le seul moyen de mesurer expe´rimentalement la densite´ est de pre´lever une
partie du fluide avec un densime`tre e´lectronique a` la sortie du bac B (cf Fig.1),
dans le bac meˆme, ou a` l’aide d’un conductime`tre de mesurer la salinite´ a` l’inte´rieur
du cylindre. La premie`re me´thode est celle que nous avons le plus souvent utilise´e
car elle est non intrusive, rapide et peut eˆtre effectue´e seul (avec tout de meˆme un
peu d’entraˆınement et beaucoup d’e´quilibre). Par contre il y a toujours un peu de
me´lange dans le cylindre au cours du remplissage et donc il y a une tout de meˆme
une erreur de mesure difficilement mesurable. La deuxie`me me´thode a` l’aide d’un
conductime`tre est certainement plus pre´cise mais est intrusive, tre`s lente et ne peut
eˆtre effectue´e seul.
Il apparaˆıt ainsi a` la lumie`re de ces diffe´rentes remarques que l’obtention d’un
gradient line´aire maximum de densite´ et sa mesure ne sont choses aise´es. Et pour
finir on ne re´pe´tera jamais assez que l’eau sale´e n’est pas la meilleure amie des
machines et qu’il s’agit de la manipuler avec pre´caution au contact par exemple
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d’un contacteur tournant.
4.2.3 Spin-up
Avant de rentrer dans le vif du sujet, c’est a` dire l’e´tude de l’instabilite´ line´aire,
nous devons nous demander si l’e´coulement e´tabli expe´rimentalement est bien le
meˆme que celui de´crit par la fonction de courant :
Ψ = −r
2
2
(1− ε sin 2θ) (4.11)
et soumis a` la force de Coriolis. En effet avant que l’e´coulement bidimensionnel
s’e´tablisse, et que l’instabilite´ se mette en place, le fluide est petit a` petit mis en
rotation. C’est ce la phase de spin-up. Dans les travaux de Kudlick ou de Greenspan
le temps caracte´ristiques avant que l’e´coulement ne s’e´tablisse est e´gal a` τ = H√
Ων
ou`
Ω est ici la vitesse angulaire du cylindre mis en rotation. Dans notre cas il convien-
drait donc de prendre pour temps caracte´ristique, celui base´ sur la vorticite´ absolue,
soit τ = H√
ΩcΓaν
. Il apparaˆıt donc que pour des vorticite´s absolues nulles le temps
de mise en place de l’e´coulement est alors infini. Cette explication sera reprise dans
la section discussion afin de tenter d’expliquer la mise a` mal de l’expe´rimentation
pour ces e´coulements proche de la vorticite´ absolue nulle.
4.2.4 Influence de la stratification
La principale difficulte´ a` laquelle nous avons e´te´ confronte´e au cours des expe´rien-
ces a e´te´ le choix de la repre´sentation. En effet les cartes d’instabilite´s peuvent soient
eˆtre repre´sente´es a` fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨, Nb, fixe´e, soient eˆtre repre´sente´es a`
nombre de Reynolds fixe´, c’est a` direΩC fixe. La repre´sentation a` fre´quence de Bru¨nt-
Va¨isa¨la¨ fixe nous a paru eˆtre la repre´sentation l’a plus judicieuse au cours d’une
expe´rience donne´e. Le proble`me majeur e´tant qu’il est pratiquement impossible de
reproduire le gradient d’eau sale´e a` l’identique d’une expe´rience a` l’autre. Une des
contraintes majeures de cette expe´rience est le temps de vie d’une expe´rience donne´e.
Il apparaˆıt que les contraintes exerce´es par les rouleaux sur le cylindre sont tellement
importantes que le temps avant que le cylindre ne se fissure n’exce`de pas 15mn dans
le cas de faibles ellipticite´s (ε = 0.085) et 5mn pour de fortes ellipticite´s (ε = 0.179).
Cette contrainte est majeure pour deux raisons :
– L’instabilite´ ne se produit qu’a` partir du moment ou` l’e´coulement est e´tabli.
Or il nous est apparu que lorsque la vorticite´ absolue Γa de l’e´coulement e´tait
proche de ze´ro, l’e´coulement ne semblait jamais atteindre le re´gime e´tabli avant
que le cylindre ne se fissure.
– Meˆme si l’instabilite´ se mettait en place rapidement, et vu les fre´quences de
Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ e´leve´es mises en jeu et les contraintes ge´ome´triques (rayon pe-
tit), la potentialite´ d’un me´lange du fluide, au terme de l’expe´rience, paraˆıt
difficile a` obtenir.
Notons aussi que dans le cas non stratifie´, une fois que l’instabilite´ se met en
place, l’e´coulement ne se relaminarise plus. Nous n’avons jamais observe´ le cycle
d’instabilite´ relaminarisation de´crit par Eloy (2000). La raison e´tant sans doute que
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la stratification inhibe les mouvements verticaux et qu’ainsi l’explosion du vortex se
fait par couches.
4.2.5 Mesure du seuil d’instabilite´
Me´thode standard :
Il faut, pour caracte´riser proprement les seuils, de´buter les expe´riences dans
des re´gions de stabilite´ suffisamment e´loigne´es des points critiques. Deux types
d’expe´riences ont e´te´ re´alise´es. Les premie`res, a` vorticite´ absolue fixe, ne sont pas
particulie`rement e´videntes en pratique, puisqu’il faut changer simultane´ment les vi-
tesses de rotation de la table et du cylindre. Les deuxie`mes types d’expe´riences, a`
nombre de Reynolds fixe´ (vitesse de rotation du cylindre fixe) sont quand a` elle,
beaucoup plus simple a` mettre en place, puisqu’en augmentant progressivement la
vitesse de rotation de la table Ωt on re´duit par la meˆme occasion la vorticite´ absolue
du fluide Γa.
Figure 4.5 – Les iso-valeurs du taux de croissance de la re´sonance (−1, 1, 1) sont
repre´sente´s en couleurs dans le plan (Γa,Nb). Dans la zone d’instabilite´ le bleu fonce´
correspond a` un taux de croissance nul. Cette expe´rience a e´te´ re´alise´e a` nombre de
Reynolds et fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ fixes.
En de´rogeant a` le me´thode standard, deux types de proble`mes surviennent.
Tout d’abord, si nous commenc¸ons dans une re´gion ou` l’e´coulement est instable
et qu’en modifiant progressivement les parame`tres nous e´voluons vers une zone
stable, il apparaˆıt que l’e´coulement reste instable beaucoup plus longtemps que
pre´vu et meˆme apre`s avoir de´passe´ le seuil de stabilite´. Ainsi pour les meˆmes pa-
rame`tres expe´rimentaux que ceux utilise´s dans la figure (4.5), nous avons observe´
que l’e´coulement restait instable jusqu’a` Γa = 1.21. L’explication la plus probable
e´tant qu’une fois l’e´coulement devenu instable et turbulent, les perturbations s’auto
entretiennent durant un temps suffisamment long. Nous n’avons pu attendre assez
longtemps pour voir si l’e´coulement se relaminarisait du fait de l’espe´rance de vie
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Figure 4.6 – Iso-valeurs du taux de croissance de la re´sonance (−1, 1, 1) projete´es
dans le plan (Γa,Nb). La fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ du fluide est fixe et e´gale a`
N = 2.75rad/s.
Figure 4.7 – Iso-valeurs du taux de croissance de la re´sonance (−1, 1, 2) projete´es
dans le plan (Γa,Nb). La fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ du fluide est fixe et e´gale a`
N = 2.75rad/s.
trop courte des expe´riences. Mais une fois l’instabilite´ de´clenche´e elle ne semblait,
toutefois pas re´duire en intensite´.
La deuxie`me me´thode, consistant a` de´buter l’expe´rience au voisinage d’un point
critique dans une re´gion stable, a donne´ des re´sultats similaires a` l’expe´rience pre´ce´-
dente avec un de´calage non ne´gligeable des points critiques. L’explication la plus
plausible serait que lorsque le fluide est brutalement mis en rotation l’e´nergie fournie
au syste`me est alors suffisante pour de´clencher l’instabilite´.
Pour de fortes excentricite´, les variations de vitesse du cylindre sont tellement
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importantes que l’on oscille syste´matiquement entre une re´gion stable et une re´gion
instable lorsqu’on essaie de caracte´riser les seuils.
4.2.6 E´tude qualitative de la re´sonance (−1, 1, 1)
Contrairement aux pre´ce´dentes e´tudes expe´rimentales (Eloy, 2000; Le Bars et al.,
2007), il n’a pas e´te´ possible de se´lectionner diffe´rents modes de re´sonances. Dans la
re´gion de tre`s forte stratification(Nb > 1 et |Γa| < 1), les re´sultats issus de l’analyse
the´orique montraient de manie`re pertinente que les taux de croissance des autres
modes re´sonnants sont beaucoup plus faibles. Les pics d’instabilite´ sont par ailleurs
tous encheveˆtre´s. Le mode le plus instable, c.a.d le mode (−1, 1, 1), prendra donc le
dessus syste´matiquement. Par ailleurs il n’a pas e´te´ possible d’effectuer des mesures
pre´cises des taux de croissance des modes observe´s. Mais nous avons pu mesurer
et comparer aux pre´visions the´oriques le nombre de longueurs d’onde pre´vu. La
Figure 4.8 – Observations expe´rimentales.
comparaison entre la longueur d’onde observe´e et celle pre´vue the´oriquement est
en relativement bon accord. Il apparaˆıt ainsi que sur 150 expe´riences re´alise´es, 70%
d’entre elles ont e´te´ en accord avec les pre´visions the´oriques. Il convient de remarquer
que les pre´dictions the´oriques sont relativement mises a` mal lorsqu’il s’agit de pre´voir
une instabilite´ a` grande ou petite longueur d’onde. Pour les petites longueurs d’onde
on a observe´ que les pre´visions the´oriques e´taient syste´matiquement sure´value´es.
Comme nous avions remarque´ que l’instabilite´ se mettait en place la plupart du
temps au milieu du cylindre et se de´veloppait seulement sur la zone ou` les rouleaux
appuyaient on conjecture ainsi que pour les petites longueurs d’onde la longueur de
re´fe´rence du cylindre serait la taille des rouleaux a` savoir 13.5cm.
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Figure 4.9 – Comparaison entre la longueur d’onde observe´e et la longueur d’onde
pre´vue the´oriquement.
Quand aux grandes longueurs d’onde, les taux de croissance associe´s e´tant la
plupart du temps tre`s faible, l’instabilite´ semblait se de´clencher toujours de manie`re
tre`s poussive a` la bonne longueur d’onde. Mais une instabilite´ de longueur d’onde
moitie´ ou quart prenait le dessus a` terme.
4.3 Discussion
4.3.1 Le cas de la vorticite´ absolue nulle
Expe´riences au LADHYX
Introduction
L’expe´rience re´alise´e au LADHYX avec la collaboration de Paul Billant tentait de
reproduire un me´canisme d’excitation parame´trique d’ondes internes dans un fluide
line´airement stratifie´ en densite´ analyse´ the´oriquement par Leblanc (2003). Cette
e´tude the´orique montre qu’un e´coulement irrotationnel plan soumis a` un e´tirement
pe´riodique (d’amplitude ε) est instable si le fluide est stratifie´ en densite´ et tel que :
N >
γ
2
(4.12)
ou` N est la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ et γ la pulsation du forc¸age.
Cette condition e´tant respecte´e, on montre avec un formalisme courte longueur
d’onde de type WKB que le taux de croissance de l’instabilite´ vaut :
σ =
εγ
4
(
1− γ
2
4N2
)
. (4.13)
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Analogie avec l’instabilite´ elliptique
Avant de rentrer dans la description de l’expe´rience et des re´sultats, il convient de
montrer l’analogie de ce me´canisme avec l’instabilite´ elliptique. En effet le champ
de vitesse pre´vu the´oriquement pour cet e´coulement peut se mettre en coordonne´es
cylindriques sous la forme :
V (r, θ, t) = εγ(r cos 2θer − r sin 2θeθ) cos γt+O(ε2) (4.14)
avec ε¿ 1.
On peut alors montrer que l’e´coulement ge´ne´re´ par ce champ d’e´tirement peut se
voir comme la superposition de deux e´coulements faiblement elliptiques l’un tournant
a` la vitesse angulaire +γ/2 et l’autre a` la vitesse angulaire −γ/2. En effet :
V (r, θ, t) = V 1(r, θ, t) + V 2(r, θ, t) +O(ε2) (4.15)
avec
V 1(r, θ, t) =
εγ
2
(r cos 2(θ − γt
2
)er − r sin 2(θ − γt2 )eθ) ,
V 2(r, θ, t) =
εγ
2
(r cos 2(θ +
γt
2
)er − r sin 2(θ + γt2 )eθ) .
V 1 (resp. V 2) e´tant un champ d’e´tirement elliptique tournant a` la vitesse angulaire
−γ/2 (resp. +γ/2).
Il apparaˆıt alors que la physique sous jacente a` ce me´canisme de re´sonance pa-
rame´trique d’ondes internes n’est autre que la physique re´gissant la stabilite´ d’un
tourbillon elliptique en milieu stratifie´ a` vorticite´ absolue nulle.
Protocole expe´rimental
L’expe´rience effectue´e au LADHYX bien que n’ayant pas donne´ entie`re satisfaction,
a permis sans aucun doute de mettre en e´vidence le caracte`re non trivial de cette
re´sonance. La mise en place de l’expe´rience ne fut pas sans proble`mes. En effet
l’e´coulement de´fini par le champ de vitesse (4.14) est particulie`rement ardu a` mettre
en place.
Dans les deux expe´riences de´crites ci-dessous certains parame`tres demeurent in-
change´s. Ainsi le cylindre utilise´ est un cylindre en PVC extrude´ transparent de
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11cm diame`tre et de 20cm de hauteur. Le fluide est stratifie´ a` l’aide de la me´thode
des deux bacs de´crites pre´ce´demment. Pour le forc¸age on utilise un moteur relie´ a`
une came elliptique permettant ainsi de transformer le mouvement de rotation du
moteur en mouvement de translation horizontale.
La premie`re expe´rience re´alise´e (4.10) bien que ne reproduisant pas l’e´coulement
de´sire´ a permis de mettre en e´vidence un me´canisme de re´sonance direct d’ondes
internes dans un fluide stratifie´ soumis a` un forc¸age horizontale. Ce me´canisme est
intimement lie´ au ballottement d’un liquide a` surface libre (ou sloshing).
Figure 4.10 –
Les diffe´rences fondamentales entre l’expe´rience et l’e´coulement de base the´orique
peuvent eˆtre re´pertorie´es de la manie`re suivante :
– La diffe´rence principale re´side dans le fait que la compression se faisant d’un
seul coˆte´ l’axe du cylindre est soumis a` un translation. Ainsi le fluide est soumis
a` une le´ge`re translation horizontale d’ordre O(ε).
– Seulement une compression peut eˆtre re´alise´e. En effet le cylindre est colle´
a` des re`gles en plastique attache´es a` une structure mobile. Il apparaˆıt alors
qu’un e´tirement requiert un couple (au niveau du moteur ) beaucoup plus
important qu’une simple compression. Ainsi en pratique on ne pourra re´aliser
que la moitie´ du forc¸age pre´vu.
– L’e´coulement the´orique ne prend pas en compte les effets de confinement et
suppose implicitement que le cylindre est infini. Or a` chaque compression
d’ordre O(ε) suivant l’horizontale, la hauteur du fluide augmente d’un ordre
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O(ε2). Nous devons ainsi travailler avec une surface libre, ce qui modifie la
relation de dispersion et les re´sonances possibles s’en trouvent modifie´es.
Re´sultats
Le re´sultat principal de cette expe´rience est l’impossibilite´ de caracte´riser pro-
prement la re´sonance parame´trique d’ondes internes pre´vue. Nous avons pu observer
par contre dans le domaine d’existence des ondes internes (γ < N) une re´sonance
directe due a` la translation du fluide. Cette re´sonance, encore appele´e sloshing, appa-
raissait toujours pour les forc¸ages ou` il y aurait normalement du y avoir l’instabilite´
parame´trique d’ou` une mise en e´vidence impossible de notre instabilite´ avec cette
expe´rience.
Notons finalement que l’instabilite´ elliptique a` vorticite´ absolue nulle n’a e´te´
observe´e qu’une fois dans l’expe´rience re´alise´e a` l’IRPHE. Nous avons re´ussis a` ac-
crocher l’instabilite´, avec le nombre de longueur d’onde pre´vu the´oriquement, en
ge´ne´rant un e´coulement turbulent avant de se mettre a` vorticite´ absolue nulle.
Ce re´sultat nous incita donc a` penser que la difficulte´ rencontre´e pour l’observer
e´tait probablement due au fait que l’e´coulement expe´rimental e´tait sans doute tre`s
diffe´rent de celui pre´vu the´oriquement pour ces parame`tres. Malheureusement ce
n’est qu’une conjecture. Nous n’avons pas pu effectuer de la PIV afin d’avoir une
bonne repre´sentation des e´coulements re´els.
4.3.2 Autres re´sultats
Sce´nario de transition a` la turbulence
Plusieurs cas de figures ont e´te´ observe´s apre`s le de´veloppement line´aires de
l’instabilite´ :
– L’instabilite´ line´aire sature en amplitude... (Fig. 4.11)).
– Apre`s le de´veloppement de l’instabilite´ primaire une instabilite´ de longueur
d’onde moitie´ se de´veloppe ensuite et son amplitude finit par sature´ (Fig.
4.12)).
– L’amplitude de l’onde re´sonante ne sature pas et l’e´coulement devient pleine-
ment turbulent apre`s l’explosion du vortex.(Fig. 4.13)).
4.3 Discussion 69
H (cm)
Ω
C 
t
18.6 15 10 5 0
3
6
9
Figure 4.11 – Les parame`tres expe´rimentaux sont : H = 18.6cm, ε = 0.179, N =
2.56rad/s, Γa = 0.5, Nb = 1.79, Ωc = 0.23s−1 et Re = 1084. L’instabilite´ s’est
entie`rement de´veloppe´e et son amplitude a sature´e.
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Figure 4.12 – Les parame`tres expe´rimentaux sont : H = 19cm, ε = 0.085, N =
2.68rad/s, Γa = 0.68, Nb = 1.77, Ωc = 0.24s−1 et Re = 1140. L’amplitude de
l’instabilite´ principale arrive a` saturation et une instabilite´ de longueur d’onde moitie´
se met en place.
Il serait tentant de conjecturer que l’e´nergie des modes re´sonants principaux est
suffisante, dans certaines configurations, pour activer la re´sonance d’autres modes.
La turbulence re´sultant alors de la superposition de ces modes re´sonants.
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Figure 4.13 – Les parame`tres expe´rimentaux sont : H = 19cm, ε = 0 − 179,
N = 2.75rad/s, Γa = 0.95, Nb = 1.37, Ωc = 0.32s−1 et Re = 1520. Dans ce dernier
sce´nario l’instabilite´ principale croˆıt puis le vortex explose. L’explosion du vortex a
e´te´ syste´matiquement observe´e au milieu du cylindre en premier lieu.
Instabilite´ e´lliptico-centrifuge ?
Il nous est apparu lors de la mesure du seuil d’instabilite´ sans rotation de la
table (Γa = 2) qu’une instabilite´ se mettait en place dans des re´gions a priori stable.
Cette instabilite´ peut eˆtre de´crite de la manie`re suivante :
– Les modes se de´veloppant sont stationnaires et syme´triques (Fig. 4.14).
– L’instabilite´ se de´veloppe syste´matiquement par les extre´mite´s du cylindre,
dans les zones ou` l’ellipticite´ varie suivant la verticale.
– L’instabilite´ n’apparaˆıt seulement que lorsque le cylindre est contraint ellipti-
quement (l’e´coulement axisyme´trique correspondant e´tant stable).
– Cette instabilite´ n’a e´te´ observe´e qu’en milieu stratifie´ pour des nombres de
Reynolds suffisamment faible pour que l’on soit dans une stable de l’instabilite´
elliptique (Nb > 1).
Cette instabilite´ avait e´te´ observe´e (voir FIG 5.23 Eloy, 2000) dans le cas non stra-
tifie´ et non tournant pour des nombres de Reynolds tre`s importants. Il apparaissait
alors que cette instabilite´ ne se de´veloppait que pendant la phase transitoire de
l’e´coulement et ne se reformait plus apre`s l’explosion du vortex et la phase de rela-
minarisation.
Dans le cas stratifie´, nous n’avons pas observe´ de relaminarisation apre`s l’explo-
sion du vortex due a` cette instabilite´. L’instabilite´ conduit de manie`re syste´matique
a` une explosion du vortex et l’e´coulement turbulent suivant persiste.
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Figure 4.14 – Instabilite´ pendant le transitoire.
On pourrait e´ventuellement e´mettre l’hypothe`se que cette instabilite´ provient de
la de´stabilisation de l’e´coulement de coin par le forc¸age elliptique. En effet le coin est
une zone critique pour les e´coulements stratifie´s puisque le spin-up est tre`s diffe´rent
du cas homoge`ne dans cette re´gion de l’e´coulement, comme l’ont observe´ Flo´r et al.
(2002).
Et le me´lange dans tout c¸a ?
Afin de voir si l’instabilite´ elliptique pouvait eˆtre conside´re´ comme un acteur
privile´gie´ du me´lange en milieu stratifie´ tournant, nous avons re´alise´ des mesures
apre`s le de´veloppement d’une longue instabilite´. Comme le montre la figure 4.15, il
semblerait que la re´ponse soit non. Ainsi apre`s 5 minutes de de´veloppement de l’in-
stabilite´ (notons qu’ici le vortex a explose´ et que l’e´coulement e´tait turbulent assez
rapidement), le gradient mesure´ a` l’aide d’un conductime`tre n’avait quasiment pas
bouge´. Mais nous pouvons e´mettre l’hypothe`se que compte tenu des petites dimen-
sions conside´re´s (faibles rayon et hauteur du cylindre) et des fre´quences de Bru¨nt-
Va¨isa¨la¨ extreˆmement e´leve´es, les particules fluides n’ont pas le temps de changer de
proprie´te´s durant le cours laps de temps que dure l’expe´rience. Je pense donc que
l’on ne pourrait conclure que trop haˆtivement du caracte`re inutile de ce me´canisme.
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Figure 4.15 – Mesure de la salinite´ par conductime´trie avant la mise en route de
l’expe´rience (trait rouge) et apre`s 5 minutes d’instabilite´.
4.4 Conclusion
En guise de conclusion, nous pouvons affirmer que l’instabilite´ elliptique existe
en milieu stratifie´ tournant. Cette instabilite´ est particulie`rement violente autour du
seuil Γa = 1 aussi bien dans le cas fortement que faiblement stratifie´. Elle reste par
ailleurs poussive dans le cas fortement stratifie´ au fur et a` mesure que Γa diminue.
L’expe´rience a remarquablement prouve´ le caracte`re antagoniste de la stratification
et de la rotation sur l’instabilite´ d’un tourbillon elliptique. Les pre´dictions the´oriques
concernant la structure des ondes re´sonantes se sont re´ve´le´es eˆtre en bon accord avec
les observations. Par contre, nous n’avons pas re´ussi a` observer l’instabilite´ a` vorticite´
absolue nulle.
Chapitre 5
Conclusion
Ce travail s’est principalement axe´ sur l’e´tude aussi bien the´orique qu’expe´rimen-
tale de l’instabilite´ elliptique dans un milieu stratifie´ tournant.
Nous avons tout d’abord montre´ a` l’aide d’un formalisme the´orique base´ sur
la the´orie des instabilite´s locales que l’instabilite´ elliptique e´tait un me´canisme
ge´ne´rique d’instabilite´ pour les tourbillons d’Abrashkin–Yakubovich bien que ces
tourbillons ne soient pas elliptiques. Ces tourbillons sont ainsi de´stabilise´s de la
meˆme manie`re que les tourbillons elliptiques en pre´sence d’une rotation exte´rieure
et/ou plonge´ dans un milieu stratifie´ line´airement en densite´.
Pour prendre en compte des effets plus re´alistes (comme le confinement et le
caracte`re visqueux), nous avons de´veloppe´ une e´tude plus traditionnelle sur un tour-
billon elliptique de vorticite´ uniforme plonge´ dans un fluide stratifie´ tournant. S’en
suit que le me´canisme de de´stabilisation du tourbillon elliptique n’est autre qu’une
re´sonance parame´trique d’ondes gravito-inertielles. Nous avons alors effectue´ une
e´tude de stabilite´ line´aire et obtenu ainsi une expression du taux de croissance de
ces ondes re´sonantes en prenant en compte les effets de confinement axial et radial
et les effets visqueux aussi bien volumiques que surfaciques. Ces contributions ont
pour effets d’atte´nuer drastiquement les taux de croissance de l’instabilite´. Ainsi il
sera tre`s difficile voire impossible d’observer expe´rimentalement l’instabilite´ ellip-
tique pour des anticyclones tels que leurs vorticite´ absolue Γa ve´rifie Γa < −1 en
fluide faiblement stratifie´. Pour des fluides fortement stratifie´, la the´orie montre que
les seules ondes re´sonantes sont les ondes syme´triques he´lico¨ıdales (−1, 1, 1). Cette
re´sonance a e´te´ observe´e expe´rimentalement et relativement bien caracte´rise´e dans
le re´gime line´aire. Elle n’a malheureusement pu eˆtre observe´e que lorsque la vorti-
cite´ absolue de l’e´coulement ve´rifiaient 0.3 < Γa < 1. Nous n’avons pu mettre en
e´vidence le caracte`re instable de ces tourbillons a` vorticite´ absolue nulle qui e´tait,
je le re´pe`te, le but initial. De plus cette instabilite´ se de´veloppe la plupart du temps
assez lentement, c’est une des raisons pour lesquelles nous n’avons pu obtenir des
taux de croissance expe´rimentaux pertinents.
De nombreux points d’e´tudes subsistent a` l’issu de ce travail.
Premie`rement, il conviendrait de caracte´riser plus proprement cette instabilite´
transitoire brie`vement de´crite dans le chapitre pre´ce´dent. En effet, il n’y a toujours
pas eu a` ma connaissance d’e´tudes aussi bien the´oriques qu’expe´rimentales de cette
instabilite´.
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Ensuite une e´tude faiblement non line´aire de l’instabilite´ elliptique en stratifie´
tournant permettrait sans doute de mieux comprendre les e´changes e´nerge´tiques
entre modes re´sonants.
Finalement il conviendrait de comprendre pourquoi cette instabilite´ n’a pas
pu eˆtre attrape´e a` vorticite´ absolue nulle. Des mesures de PIV serait sans doute
ne´cessaire afin de voir si l’e´coulement obtenu est bien celui pre´vu the´oriquement.
Cette e´tude permettrait aussi de caracte´riser le spin-up en stratifie´ tournant.
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L’Instabilite´ Elliptique en milieu stratifie´ tournant
Une e´tude the´orique et expe´rimentale de la stabilite´ de tourbillons elliptiques est
mene´e a` terme dans la pre´sente e´tude.
On analyse dans un premier temps la stabilite´ de tourbillons lagrangiens insta-
tionnaires non uniformes avec un formalisme courte longueur d’onde de type WKB.
Il apparaˆıt alors que le me´canisme de de´stabilisation de ces tourbillons est le meˆme
que celui de´stabilisant un tourbillon elliptique uniforme. Ce re´sultat montre ainsi
que l’instabilite´ elliptique est un me´canisme universel de de´stabilisation 3D de tour-
billons 2D.
Dans un deuxie`me temps est e´tudie´ the´oriquement et expe´rimentalement la stabi-
lite´ de tourbillons elliptiques confine´s dans un fluide stratifie´ en rotation. Le dispositif
expe´rimental permettant cette e´tude est constitue´ d’un cylindre en rotation (rempli
d’un fluide stratifie´ en densite´ suivant la verticale), de´forme´ elliptiquement par deux
rouleaux fixes, le tout e´tant solidaire d’une table elle aussi en rotation. En faisant va-
rier les diffe´rents parame`tres de notre expe´rience (la fre´quence de Bru¨nt-Va¨isa¨la¨ Nb
et la vorticite´ absolue Γa, les deux grandeurs e´tant adimensionne´es par le taux rela-
tif de rotation des particules fluides), nous avons observe´ que la stratification et la
rotation ont une contribution antagoniste sur la stabilite´ d’un tourbillon elliptique.
Ainsi si la stratification est suffisamment forte (Nb > 1), nous observons que seuls les
anticyclones (tels que |Γa| < 1) sont instables. Les cyclones e´tant toujours stables.
Par ailleurs si la stratification est faible (Nb < 1), les zones d’instabilite´ s’inversent.
Finalement les longueurs d’ondes ainsi que les taux de croissance des modes, mesure´s
par analyse d’images, sont en bon accord avec les pre´visions the´oriques.
Mots cle´s : Stabilite´ hydrodynamique, dynamique tourbillonaire, instabilite´
elliptique, optique ge´ome´trique, ondes gravito-inertielles.
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